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Résumé
Nous considérons dans ce travail la dynamique des anneaux étroits à faible épaisseur op
tique. Pour beaucoup de ces anneaux, des satellites proches semblent avoir une influence
prépondérante sur l’évolution à long terme des structures telles que des bords nets, des
grumeaux plus brillants, des composantes diffuses et multiples, des tresses, arcs, etc... Pour
étudier les anneaux, nous avons développé un code numérique rapide basé sur l’approximation
d’impulsion qui décrit l’interaction avec le(s) satellite(s). Le modèle prend aussi en compte
les effets dûs aux forces de radiation (pression de radiation et effet Poynting-Robertson), et
les collisions entre les particules. Nous étudions en détail les résonances de moyen mouve
ment de Lindblad et de Corotation, aussi bien horizontales que verticales. Le code est utilisé
pour explorer numériquement la stabilité des arcs de Neptune. Nous montrons que le satellite
Galatéa est capable de confiner radialement et azimutalement des particules sur des sites de
corotation, et que les structures obtenues sont, en bon accord avec celles qui sont observées
dans l’anneau Adams et ses arcs. Cela nous permet alors de proposer un modèle pour l’origine
de cet anneau. L’anneau serait composé d’un petit nombre de grosses particules. Les collisions
entre ces corps parents génèrent de la poussière qui se piègent sur les sites de corotation en
formant les arcs. Puis les forces de radiation et les collisions les font échapper des résonances
et diffuser lentement, formant ainsi l’anneau continu.
Abstract
We consider in this work the dynamics of narrow planetary rings with low optical depth. For
many of these rings, nearby satellites seem to hâve a crucial importance on the long term
évolution of features like sharp edges, clumps, diffuse and multiple components, braids, arcs,
etc.. To study this kind of rings, we hâve developed a fast numerical code based on the impulse
approximation, which describes the interactions with the satellite(s). The model also takes
into account the effects of radiation forces (radiation pressure and Poynting-Robertson drag),
and collisions between particles. We study in details the Lindblad and corotation mean motion
résonances, both in the horizontal and vertical directions. The code is used to explore the
stability of Neptune ring arcs. We show that the satellite Galatea is able to confine radially
and azimuthally the particles in corotation sites, and that these structures thus obtained are
in good agreement with the observations. This allows us to propose a model for the origin
of this ring. The latter would be composed by a small number of large particles. Collisions
between these bodies would produce dust which is subsequently captured in the corotation
sites, forming arcs. Then, non gravitation al forces may cause the escape of the particles from
the arcs, explaining the continuous ring.
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Introduction
Nous allons considérer dans ce travail de thèse la dynamique d’anneaux planétaires étroits
à faible épaisseur optique. De tels anneaux sont observés autour de toutes planètes géantes,
et présentent de nombreuses structures dynamiques (bords nets, grumeaux plus brillants,
composantes diffuses multiples, tresses, arcs, etc...) dont certaines restent inexpliquées. Pour
beaucoup de ces anneaux, des satellites proches semblent avoir une influence prépondérante
sur l’évolution à long terme des structures citées.
Cependant, la prise en compte de tous les phénomènes physiques qui interviennent
dans ces anneaux rend cette étude extrêmement complexe. Nous aimerions ici isoler certains
de ces phénomènes, afin d’avoir une meilleure compréhension de leur effet sur les anneaux.
Ensuite, nous essayerons de les combiner petit à petit pour avoir une description des plus en
plus réaliste de ces objets.
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A plus long terme, cette étude pourrait permettre de mieux comprendre les interactions
satellites-anneaux. Ceci est important pour connaître l’origine et l’évolution des anneaux
planétaires, mais aussi de tous les disques collisionnels perturbés par des corps plus gros
(proto-système solaire, disques circumstellaires, etc...). Ce but est loin dêtre atteint actuelle
ment. C’est pourquoi nous pensons qu’une bonne compréhension de chaque phénomène pris
isolément est nécessaire, avant toute description plus globale des disques perturbés par des
satellites.
Deux difficultés principales se sont présentées à nous au cours de ce travail. D’une part,
il a fallu identifier et bien décrire les phénomènes physiques qui sont (probablement) les plus
importants dans ces anneaux étroits. D’autre part, il a fallu développer un outil numérique
suffisamment rapide pour garder l’essentiel de la physique, mais en respectant les contraintes
de temps de calcul!
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Le compromis que nous avons atteint est le ruivant. Nous supposerons que les anneaux
considérés sont suffisamments ténus pour pouvoir négliger les effets collectifs (auto-gravitation,
ondes, instabilités visqueuses, etc...). Les particules sont donc considérées comme des particu
les test, sauf dans le cas où les collisions physiques sont prises en compte. Les perturbations
sur l’orbite de la particule test sont alors:
(a) l’interaction gravitationnelle avec des satellites,
(b) l’aplatissement de la planète,
(c) la pression de radiation due aux émissions planétaires, dans l’infrarouge, et solaire,
principalement dans la bande optique, et
(d) la correction relativiste, seulement au premier ordre sur la vitesse, sur la pression de
, radiation due aux émissions planétaire et solaire, cette force de traînée étant connue
comme effet Poynting-Robertson.
Enfin, les collisions seront prises en compte de manière simplifiée. Comme nous le verons dans
le chapitre 3, l’approche utilisée est valide pour des anneaux où la fréquence de collision est
faible par rapport à la fréquence orbitale. Ceci explique pourquoi nous limitins notre étude
aux anneaux de faible épaisseur optique. En particulier, nous ne pouvons pas à ce point décrire
certains des anneaux denses d’Uranus.
Le cas particulier des perturbations par le(s) satellite(s) sera traité plus en détail,
puisque nous considérerons les effets des résonances de moyen mouvement. Ce type de per
turbation se fait sentir sur de très longues périodes (plusieurs millions de révolutions). Par
conséquent, nous avons développé une technique de “mapping” qui permet de décrire l’action
du satellite comme une impulsion au moment de la rencontre satellite-particule. Cette tech
nique est valide dans le cas où le satellite est suffisamment, mais pas trop, proche de l’anneau,
une configuration qui se retrouve souvant dans les systèmes d’anneaux observés par les sondes
Voyager.
Nous verons qu’une des difficultés pricipales de cette approche provient du fait que le
mapping doit être à la fois précis et symplectique (i.e., qu’il doit conserver les aires dans un
espace des phases adéquat). Un des buts de cette thèse est donc de discuter ce point, et de
proposer un mapping le plus satisfaisant possible.
Une fois l’outil numérique et les processus physiques décrits, nous étudierons tout
particulièrement la stabilité à long term des anneaux étroits de Neptune, et surtout, des arcs
de cette planète.
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Nous donnons dans le premier chapitre la description du système d’anneaux de Neptune
en détaillant les problèmes dynamiques concernant l’existence des “arcs”, et les premiers
modèles dynamiques proposés pour les expliquer. Dans le deuxième chapitre nous étudions
analytiquement les résonances de moyen mouvement, en présentant leur origine physique et
leur interprétation cinématique, aussi bien que dynamique. Dans le troisième chapitre nous
passons en revue les processus physiques importants et leur implémentation numérique. Nous
examinons plus en détail la symplecticité du “mapping” développé pour décrire l’interaction
gravitationnelle avec le(s) satellite(s). Les autres perturbations (aplatissement de la planète,
pression de radiation et effet Poynting-Robertson) sont facilement linéarisables. Finalement,
les collisions sont prises en compte tout en respectant la conservation de moment linéaire et
cinétique. Les derniers chapitres sont consacrés à l’analyse des résultats obtenus avec le code
numérique développé. Les résonances isolées et le couplage entre deux résonances sont étudiés
dans le quatrième chapitre. Le cinquième chapitre est dédié au cas spécifique des arcs de
\
l’anneau Adams de Neptune. A la fin, les conclusions obtenues nous permettront de proposer
un modèle pour l’origine et l’évolution des arcs de Neptune.
Chapitre Premier
Le Système Neptunien
Neptune est la huitième planète à partir du soleil, et la dernière planète jovienne. Sa présence
a été suspectée à partir des observations des perturbations, due à une source inconnue, sur
l’orbite de la planète Uranus entre 1790 et 1840. En effet 1790 est la date de decouverte
par Herschell, mais la planète a été déjà observé dans des catalogues d’étoiles anciens des
1690. J. C. Adams en 1843 et U. J. Leverrier en 1846 ont utilisé, de manière indépendante, la
mécanique céleste newtonienne pour prévoir la masse et l’orbite d’une planète responsable des
perturbations observées sur l’orbite d’Uranus. C’est en 1846 que J. G. Galle, à l’Observatoire
de Berlin, observe Neptune à moins d’un degré de la position prédite. Toutefois, la première
observation de la plaiiète aurait été réellement faite par G. Galilée 234 ans auparavant! Les
calculs de l’orbite de Neptune montrent qu’il était proche de Jupiter vers janvier 1613. Il est
étonnant que Galilée, en notant qu’un objet possédait un mouvement propre très petit par
rapport à une étoite, ne remarqua pas qu’il s’agissait d’un nouveau objet planétaire.
La planète Neptune suit une orbite de basse excentricité (0.00858) et basse inclinaison
(l°46/22/'), avec un demi grand-axe de 30.0578 unitées astronomiques, ce qui lui confère une
période de révolution sidérale de 164.793 ans (Allen, 1973).
Rapidement, un grand satellite est aperçu dans la même année. Le satellite Triton
possède un diamètre de 2705±6 Km (Stone & Miner, 1989) et présente une orbite très inhab
ituelle, circulaire et de 160° d’inclinaison, donc rétrograde. En 1949, le satellite Néréide est
détecté. Cet objet de 340±50 Km de diamètre présente une orbite très excentrique (0.75),
et un demi grand axe de 5 513 400 Km (Stone Sz Miner, 1989). Cela lui confère au moment
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!
, Name Proteus Larissa Galatea Despina Thalassa Naiad
IAU desig. 1989N1 1989N2 1989N4 1989N3 1989N5 1989N6
acalc (km) 117647.1 73548.3 61952.7 52526.0 50074.6 48227.3
n. 320.7654 649.0534 839.6598 1075.7342 1155.756 1222.844
e 0.0004 0.0014 0.0001 0.0001 0.0002 0.0003
*T)e 0.04 0.20 0.05 0.07 0.21 4.74
dvj/dt (°c/“1 ) 0.0789 0.3931 0.7160 1.2768 1.5099 1.6991
dû ïdt{°d~x) -0.0773 -0.3922 -0.7148 -1.2749 -1.5076 -1.7141
u.C)' 0.5475 0.0479 0.0197 0.0084 0.0066 0.0054
(72) (km) 208 96 74 79 [40]‘ [29]'
0 Owcn, Vaughan, &: Syn nott (1991).
6 Sidcrcal mcan motion.
c Inclination relative to L aplace plane.
d Laplace plane inclination relative to Ncptunc’s équatorial plane.
-c Radius calculatcd frora observed bri ghtncss au d an assumed géométrie albedo, p =
0.06 (Thomas et al. [1993]).
' ' **•? " '* ~
Table (1.1): Ensemble de propriétés physico-géométriques et des paramètres
orbitaux des satellites proches de Neptune (Owen et ai., 1991).
du passage au périapse une vitesse de 3 Km/s, valeur très proche de la vitesse d’évasion au
même point.
L’observation d’un système d’anneaux autour d’Uranus, en utilisant la technique
d’occultation stellaire (voir la revue de French et al., 1991), a fait démarrer une grande cam
pagne d’observations depuis le sol, à la recherche d’un système d’anneaux autour de Neptune.
La première observation incontestable que Neptune possède un système d’anneaux a été faite
en 1984 (Hubbard et al., 1986). Plusieurs observations ultérieures indiquaient alors l’existence
d’anneaux incomplets à plusieurs distances autour de Neptune (Lissauer & Nicholson, 1990).
L’existence du système d’anneaux autour de Neptune a été confirmé par le passage de
la mission Voyager 2 (Smith et al., 1989). Ceci nous a permis de nous faire un tableau plus
complet du système d’anneaux et de satellites. Les orbites de six nouveaux satellites ont pu
être déterminées avec précision, étant donnée le grand nombre d’images Voyager disponibles
(table (1.1)). Ces nouveaux satellites présentent des orbites très peu excentriques, < 5 x 10“4
(à l’exception de Larissa, dont la valeur avoisine 1.39xl0-3) et très peu inclinées, < 0.21°
(à l’exception de Naïade, dont la valeur avoisine 4.74°). Il faut noter que, pour les quatres
satellites les plus intérieures, la barre d’erreur sur l’excentricité observé est plus grande que
sa valeur nominale.
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Figure (1.1): Profil radial de brillance produit parla réduction de plusieurs images
de la mission Voyager 2 (Porco et al., 1994), auquel a été superposée la localisation
radiale de quatre des “nouveaux” satellites. La taille de chaque satellite a été
exagérée par rapport à Péchelle radiale en abissice. Nous pouvons ainsi comparer
la taille relative des satellites.. Nous pouvons nous attendre à ce que l’évolution
dynamique des anneaux Adams efLeverrier soit associée à l’existence des satellites
Galatéa et Despina, respectivement.
Le système d’anneaux de Neptune est caractérisé par plusieurs anneaux continus dont
les orbites s’intercalent avec quatre satellites les plus internes (1989N3-6). Le profil radial de
brillance, composé à partir de plusieurs images, est présenté dans la figure (1.1), où les orbites
des satellites sont indiquées, ainsi que leur taille relative (exagérée).
L’objet annulaire le plus interne est un anneau de 1700 Km de large, nommé Galle. Cet
anneau large et diffus présente un maxima de brillance vers 42000 Km à partir du centre de
Neptune. Il faut remarquer que l’anneau Galle s’étend possiblement vers l’intérieur et peut-
être en contact avec l’atmosphère planétaire, toutefois les images ne peuvent ni confirmer
Chapitre Premier:8
Figure (1*2): Image panoramique obtenue par là sonde Voyager 2 pendant la
rencontre avec la planète Neptune. Nous pouvons facilement distinguer les anneaux
étroits Adams (plus a l’extérieur) et Leverrier (plus à l’intérieur). A partir de
l’anneau Leverrier, s’étend vers l’extérieur la structure qu’on appelle le Plateau.
ni écarter cette possibilité, à cause de la contamination due à la diffusion de la lumière de
Neptune (Smith et al., 1989).
L’objet annulaire suivant est un anneau continu et étroit nommé Leverrier. Il se situe
à 53200±20 Km et présente une largeur de 110 Km (Porco et al., 1994). Cet anneau coïncide
avec le bord intérieur d’un autre anneau radialement homogène faisant ~4000 Km de large
et qui est connu sous le nom de Plateau. Son bord extérieur coïncide alors avec un autre
anneau étroit pas très brillant, désigné par 1989N5R, et qui se situe à 57200 Km du centre de
la planète.
Encore plus loin, nous pouvons observer un anneaux très faible partageant l’orbite du
satellite Galatéa. Cet anneau ne possède pas une désignation spécifique. Il n’a pas été possible
de déterminer si cet anneau est continu, ou s’il remplit seulement de façon partielle l’orbite.
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Figure (1.3): (a) Profil de brillance longitudinal de la région de Panneau Adams
contenant les arcs, obtenu à partir d’une image Voyager prise sous un angle de phase
de 1340 (donc en diffusion vers Pavant). Nous pouvons observer 3 structures plus
denses que le reste de Panneau Adams, et qui sont appelées “arcs”. Les longitudes en
abscisses ont été ramenées à une époque donnée, arbitraire, et l’intensité en ordon
nées représente la valeur des pixels dans l’image, multiplié par 100. (b) Excursions
radiales de différents portions des arcs (par rapport à un rayon moyen), ramenées à
un intervalle de longitude fixe. La structure sinusoïdale, d’amplitude ~ 30 Km, se
déplace avec le satellite Galatéa. Ce point est rediscuté dans le chapitre 5 (Porco
et al., 1994).
Un peu plus loin de la planète, le système est fermé par un anneau étroit, peut-être
le plus impressionant du système. Il est connu par le nom Adams”, et son orbite a été
très bien déterminée à partir des images Voyager 2 et des observations faites de la Terre
(voir section suivante). Il se situe à 62932.57±0.02 Km du centre de Neptune et présente une
très faible excentricité et inclinaison (l’excursion verticale-radiale totale est proche de 30 Km,
figure (1.3b)). Nous pouvons observer, immergées dans un anneau continu, des structures
plus denses qui sont appelées génériquement “arcs” (figure (1.3a)). Les arcs se concentrent
longitudinalement sur une région d’à peu près 40°, et dont les composantes individuelles sont
d’environ 1°, 4°, 4° et 10°. Nous associons les noms Liberté, Égalité et Fraternité aux trois
derniers arcs, le premier ayant été découvert plus tard, n’a pas encore reçu une désignation
officielle (Porco, 1991 et Ferrari, 1992). Il faut rajouter qu’il est possible que l’arc Égalité soit
Chapitre Premier:10
Figure (1.4): Le profil azimutal complet de Panneau Adams présenté par Showal-
ter Sz Cuzzi (1994). L’échelle verticale est en largeur équivalente. Les trois arcs les
plus grands sont facilement visibles, ainsi que le quatrième qui est très faible (Porco,
1991). La région la moins dense est presqu’en opposition à celle des arcs.
en réalité deux arcs que se superposent (Porco, 1991).
1.1. Problème Dynamique posés par les Arcs
A-
Depuis que les observations d’occultations stellaires à partir de Terre ont indiqué l’existence
des anneaux incomplets, plusieurs modèles on été proposés pour essayer d’expliquer leur sta
bilité face au mouvement orbital. Deux particules test orbitant Neptune, au niveau des arcs,
et dont les demi grands-axes diffèrent de Àû, se distanceront angulairement de AO à cause du
mouvement képlérien différentiel. L’expression qui donne AO en fonction du demi grand-axe
a de l’anneau et du moyen mouvement n associé, est donné au cours du temps par (Sicardy
Sz Lissauer, 1992):
d(A0) 3 Aa /i i \
~ir= 27" (L1)
Les observations faites depuis le sol indiquent que la largeur de l’anneau w au niveau des arcs
et à peu près 15 Km. Pour avoir une estimation grossière de l’effet du mouvement képlérien
différentiel sur un arc, nous allons supposer que la différence des demi grands-axes Aa est au
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Figure (1.5): Nous pouvons voir dans (a) le profil de brillance d’une occultation
stellaire où un arc a été observé. L’axe verticale est le fiux stellaire normalisé et
l’axe horizontale est le temps universel. Nous pouvons voir aussi l’occultation de la
planète à gauche, ainsi que la pénétration de l’atmosphere. En (b) nous pouvons voir
en détail l’occultation par l’arc qui donne une largeur de 13.5 Km et une épaisseur
optique de 0.15 (Sicaædy, 1988 et Sicardy et al., 1991).
maximum égale à w (Aa ~ w ~ 15Km). Cela signifie que les deux particules s’écartent l’une
de l’autre en détruisant ainsi toute structure apparente sur une période synodique de 3.4 ans.
Tenant en compte cela, nous pouvons envisager typiquement quatre explications pos
sibles pour les arcs observés autour de Neptune:
(a) Les arcs ont été observés juste après leur formation et ils sont éphémères, éliminant
ainsi complètement le besoin d’un mécanisme qui puisse empêcher l’effet de cisaillement
képlérien.
(b) L’hypothèse Aa ~ w est fausse, et en réalité la dispersion des demi grandsgrand-axes
est beaucoup plus petite que la largeur observée (Au <C w).
(c) Les instabilités, soit gravitationnelles, soit collisionnelles, présentes dans l’anneau don
nent naissance aux arcs.
(d) Les arcs sont activement confinés par un certain mécanisme extérieur, les particules
sont alors forcées à occuper des longitudes spécifiques. Ce mécanisme extérieur peut
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VOYAGER 2 GROUNDBASED
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Figure (1.0): Positions radiales des plusieurs objets (à gauche) obtenues par ré
duction des images Voyager 2 et (à droite) les observations par occultation stellaire
et la largeur équivalente E (Porco et al, 1994). Cette dernière quantité représente la
largeur d’un anneau opaque qui aurait la même surface que l’anneau observé (voir
la discussion de Elliot et al., 1984 et Sicardy et al., 1991).
être par exemple celles de l’interaction avec le champ magnétique de la planète, ou
l’interaction gravitationnelle avec des satellites qui orbitent près de l’anneau.
La réduction des images de Voyager 2 permet de connaître avec grande précision la
distance des arcs par rapport au cetitrë de la planète. Cette distance est elle-même associée à
un intervalle de moyen mouvement.
La détermination du mouvement moyen des arcs est synthétisé dans la figure (1.7),
due à Nicholson et al. (1990). Dans cette figure, l’ordonné représente le mouvement moyen
possible des arcs (en degrés par jour), et l’abicisse représente la longitude d’une structure
donnée dans l’anneau, pour un mouvement moyen donné. Bien sûr, toutes ces longitudes
doivent être ramenées à une époque donnée (et arbitraire), choisie ici comme le 20 août 1985
à 6:53:49.3 UTC.
Les zones hachurées représentent les 3 arcs observés sur les images Voyager (Leading =
/
Liberté, Middle = Egalité, Trailing = Fraternité), et chacun des traits continus représente une
Le Système Neptunien 13
Large particles* Smuil particles*
Pluriel Rmg •u.r» r urnl pu<t. Albcdo ' (prn) Pa- <J (g.cm'V 'f (gl
Neptune Adams =
19S9NIR
0 01 - - 10 01*1 0 005 - l-'5| - -
Lcserner »
I9S9N2R
0 co5 — [0 0151 0.01 — l-'-'l — —
M R a rCi 11.03 — — 10 01M 0 CM — !- -M - _
MR. MR o-i:> « io-1 — — |0 015) } s 10- ’ — 1- -M — —
Note: Quanutics in brackcts (.. | aie assumcd, not dcriscd. When a range of salues is gisen, csccpt for parucle sires, il indicalcs aclual variation through broad
régions of the ring, eacluding narro» gaps or nnglets. Optical dcpihs arc ai a >»,asclcngth of 0 5 mm. The large panacle opucal depths rcfcr to thc geomcinc cross section
of thc particles t@ » li. thc small pamclc oplic.il dcpths mclude dilTracnon [Q = 1) tScc Curzi I9S5 )
* Large particles: buckscutlering. largcr than -- I mm. - opucal depth m large particles. r (cmi - sire range in ocnlimctcrs « po« cr-law rnde* of diffcrcntial
distribution Albcdo « sphcncal. or Bond, albcdo.
"Small particles. forsaard vcuttcring. smallcr than - I mm. r4,„ « opucal depth in small particles r t^mt = sire range in microns. « posscrlass inde» of diiTcrcntial
sire distribution, if applicable l II ring and spokes ring hase narrow sire distnoulions )
Table (1.2): Ensemble des propriétées physico-géométriques et des paramètres
orbitaux pour les anneaux et des arcs autour de Neptune (Esposito, 1993).
Figure (1.7): Les longitudes des occultations stellaires portés à une époque com
mune, ainsi que les positions prévues par Voyager pour les arcs. Il y a deux possibles
solutions pour le mouvement moyen des arcs (Nicholson et al, 1990). Voir texte pour
plus de détail.
détection positive d’un arc par occultation stellaire, alors que les traits pointillés représentent
les observation négatives.
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Nous voyons que les observations Voyager et les occultations stellaires sont compatibles
(i.e., aussi bien les détections que les non-détections) sur deux intervalles possibles de moyen
mouvement (autour de 820.1185 et 820.1110 degrés par jour). Nous verrons au chapitre 5 que
ces moyens mouvements possibles correspondent de manière très proche à des résonances de
corotation avec le satellite Galatéa.
Nous pouvons alors conclure que les observations faites depuis Terre sont en accord
avec le moyen mouvement estimé pour les arcs, et de plus nous pouvons établir que l’échelle
de temps de stabilité de tels structures doit être au moins de l’ordre de cinq ans.
Si les particules qui forment l’anneau présentent, en réalité, presque la même valeur
pour leur demi grand-axe, les particules auront des centres pour leur mouvement épicyclique
alignés sur le même cercle. Alors les fréquentes collisions inélastiques dissiperont de l’énergie,
en diminuant la dispersion de vitesse, éliminant ainsi l’excentricité. Toutefois, la présence
d’un satellite, dans ce cas Galatéa, forcera une valeur non nulle l’excentricité orbitale des par
ticules. Nous pouvons alors estimer cette excentricité forcée, e^, à partir d’une approximation
d’impulsion donné par l’expression suivante (Goldreich & Tremaine, 1982):
2
~ 3 x 10"4 (1.2)ef
a
a Ai
Ainsi l’excursion radiale totale induite sur les particules sera de l’ordre de 2ae ~ 30Km.
Observons que cette valeur est comparable à celle qui est observée depuis le sol pour la
largeur des arcs, dont 15 Km. Ces configurations sont instables, vis-à-vis des perturbations,
et très sensibles aux conditions initiales, ce qui rend la stabilité d’un tel système fort douteuse.
Avant d’aborder l’étude d’un mécanisme de confinement actif (dû à un mécanisme
extérieur), discutons brièvement la possibilité d’instabilités internes aux arcs. Les instabilités
internes peuvent être divisées en deux grandes classes:
(a) L’instabilité gravitationnelle est associée aux effets de l’auto-gravitation. Les particules
proches de l’anneau seront attirées vers lui à cause de l’attraction gravitationnelle.
Toutefois pour les arcs de Neptune cette possibilité est peu vraisemblable, considérant
que les anneaux se situent à l’intérieur dans la limite de Roche de Neptune, et que
l’anneau Adams présente une profondeur optique assez petite (inférieur à ~ 0.1).
(b) L’instabilité collisionnelle est très difficile à analyser en termes générais, néanmoins la
majorité des modèles de production de variations radiales dans les anneaux planétaires
ont besoin d’une profondeur optique beaucoup plus grande que celles observées pour
les arcs.
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Un autre problème qui surgit est la stabilité de l’anneau Adams vis-à-vis du couple répulsif dû
à Galatéa. En supposant que le modèle de couple standard soit valide (Goldreich & Tremaine,
1982), alors le taux d’échange de moment cinétique entre un anneau de masse totale Mr et
un satellite de masse Me est donné par:
r«°-4"(--)2©V a-3)
où d est la différence entre le demi grand-axe entre l’anneau et du satellite. Cette équation
suppose la superposition des résonances de Lindblad responsables des couples. Si l’état sta-
tionaire est atteint, la dérive du demi grand-axe de l’anneau est:
Ce qui donne une valeur de l’ordre de d æ 4 Km/an (pour une masse de Galatéa de l’ordre de
2 X 10~8M). Cette valeur est trop grande pour que l’anneau Adams soit stable sur des temps
géologiques. Toutefois, si la grande majorité des particles sont en réalité micrométriques des
effets dissiptifs, de type Poynting-Robertson, peuvent contrebalancer ce couple répulsif. Une
autre possibilité est que la valeur du couple donnée par (1.3) n’est pas valide, par exemple,
parce que les collisions entre les grosses particules de l’anneau Adams sont trop rares.
1.2. Modèle de Lissauer (1985) et Sicardy &: Lissauer (1992)
Nous verrons, analytiquement dans le chapitre 2 et numériquement dans le chapitre 4, que les
résonances dites de corotation sont capables de confiner des particules sur certaines régions
azimutales. La plus forte d’entre elles est la corotation 1:1, dont l’exemple le plus classique est
celui des orbites des astéroïdes troyens et grecs sur l’orbite de la planète Jupiter. En utilisant
cette idée, Lissauer (1985) a proposé que les arcs évoluent autour des points lagrangiens
associés à un satellite qui est coorbital à l’anneau Adams (voir figure (1.8)).
Ce modèle rencontre deux difficultés:
(a) un satellite coorbital: Le modèle exige d’abord un satellite immergé dans l’anneau
Adams dont la taille doit être d’environ 50 à 100 Km de diamètre. Or, la mission
Voyager 2 ne l’a pas détecté sur ses nombreuses images. Toutefois, la résolution maxi
male était de l’ordre de 12 Km. Nous ne pouvons donc pas écarter l’hypothèse que ce
satellite existe et que sa taille est telle qu’il ne soit pas détectable.
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en se basant sur la résonance de corotation 1:1 avec un petit satellite. L’exemple le
plus caractéristique de ce type de configuration est celui des astéroïdes troyens et
grecs avec la planète Jupiter. Toutefois, l’existence du satellite n’est pas suffisante
à cause des collisions dissipatives entre les particules et parce que les points de
Lagrange sont des maxima de potentiel. Donc pour éviter l’évasion de particules de
la région de libration, il faut une source supplémentaire d’énergie qui peut être un
satellite soit intérieur, soit extérieur.
(b) la stabilité sous collisions: L’autre difficulté concerne la stabilité du nuage de particules
soumises aux collisions inélastiques. Or, les collisions diminueront l’énergie du système
en ramenant petit à petit les particules même fortement confinées vers le bord du site,
échappant ainsi au piège de la corotation. Pour contenir cette évasion, il faut alors une
source d’énergie. Comme Lissauer l’explique, il est alors important qu’un gradient de
couple soit appliqué à l’arc, pour contrebalancer l’effet des collisions. Ce couple peut
être fourni par un deuxième satellite, intérieur ou extérieur à l’arc.
Le modèle le Lissauer peut être amélioré en admetant que non seulement un, mais deux
satellites, partagent l’orbite avec les arcs (Sicardy & Lissauer, 1992). Ainsi, les arcs seront
piégés entre les deux satellites, voir figure (1.10). Une particule qui est légèrement à l’extérieur
rencontre le satellite qui vient derrière, et est alors injectée dans une orbite plus basse et donc
plus rapide. La particule rencontre ensuite le satellite qui est vers l’avant, et elle sera injectée
Le Système Neptunien 17
Figure (1.9): Vue schématique du modèle de Sicardy &: Lissauer (1992) dont le
modèle est une amélioration de celui de Lissauer (1985), par l’introduction d’un
satellite lagrangien supplémentaire. Les deux satellites se stabilisent en restant aux
points lagrangiens l’un de l’autre, distant 60°. Ainsi les particules qui forment l’arc
se concentreront entre les deux satellites. Cela a l’avantage de permettre d’avoir
des satellites plus petits, et donc être compatibles avec la non-observation de tels
satellites par la mission Voyager 2. Ici le satellite intérieur est présent aussi pour
assurer la stabilité des arcs vis-à-vis des collisions entre les particules.
cette fois sur une orbite plus haute et donc plus lente, réinitiant le cycle. Ainsi nous avons
besoin seulement de satellites encore moins massifs. Par exemple, pour un confinement sur
35° il nous suffit de satellites de 25 Km de taille. En supposant que les arcs soient centrés
entre les satellites, de rayon 6 Km, et de densité 1 g/cm3, nous avons pour la largeur de la
région de libration Aa et la période de libration associé Tut,, les valeurs suivantes:
+ 1.5
Aa « 1.5 ( --A— ) ~ 0.5 Km
(1.5)
'‘(ai)
i
-1.5
Tiib « 16500
10Km
æ 55 ans
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corotation avec un satellite, ici extérieur aux arcs, pour des valeures de m = 1,
Cela permet la formation de plusieurs arcs à plusieurs distances du centre de la
planète. Observons que le satellite est placé dans la figure sur un extrême vertical
de son orbite (Goîdreich, Tremaine et Borderies, 1986).
Observons que la particule va présenter une excursion sur une région beaucoup plus large,
environ 30 Km, que la largeur du site de corotation, 0.5 Km. Cette largeur est essentiellement
due à l’excentricité forcée par le satellite Galatéa.
1.3. Modèle de Goîdreich, Tremaine &: Borderies (1986)
Le modèle de Goîdreich, Tremaine et Borderies (1986) est basé sur l’existence d’un seule satel
lite soit extérieur, soit intérieur, et qui a une orbite excentrique et/ou incliné. Il s’appuyait sur
des observations faites depuis le sol, qui suggéraient que les arcs s’échelonnaient sur plusieures
distances à la planète. Au contraire des satellites lagrangiens, qui donnent un seul rayon
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stable, le satellite intérieur excentrique ou incliné fournit plusieurs rayons de corotation, don
nés par les maxima de potentiel, proches des commensurabilités m : m + k (voir chapitre
2). Chaque corotation est acclompagnée de résonances de Lindblad, lesquelles fournissent
l’énergie nécessaire pour contrecarrer les pertes dues aux collisions, voir chapitre 4. Le grand
avantage de ce modèle est qu’il peut confiner plusieurs arcs à plusieurs distances en utilisant
un seule satellite. Cependant les images Voyager nous ont montré que les arcs sont distribués
sur 35° de large, et en une seule orbite, contrairement à ce que les observations initiales
suggéraient.
Ce modèle est cependant un bon candidat pour expliquer les arcs observés autour de
Neptune, étant donné que la réduction des images Voyager 2 montre que les arcs sont à peu
près multiples de 4°, ce qui concorde avec la possible résonance de corotation vertical 42:43
avec le satellite Galatéa (voir chapitre 5). Il est vrai que les arcs présentent aussi des sous-
structures plus petites que la longueur du site de corotation verticale, mais il se peut aussi que
sous-structures soient des effets statistiques, ou des conséquences d’autres effets de moindre
importance qui se superposent à celui de la résonance de corotation.
Nous allons maintenant examiner plus en détail ces phénomènes de résonances. En
effet, nous verrons que malgré sa faible inclinaison (0.°0544), Galatéa est capable de moduler
significativement la distribution azimutale de matière dans l’anneau Adams. Ce résultat peut
paraître à priori surprenant, dans la mesure où le modèle initiale de Goldreich, Tremaine &
Borderies utilisait des inclinaisons beaucoup plus grandes (de l’ordre de 6°). Nous verrons
cependant que les interactions entre les différentes résonances en jeu près de l’anneau Adams
sont essentielles pour expliquer la structure des arcs.
Chapitre 2
Résonances de Moyen Mouvement
Nous allons examiner dans ce chapitre l’origine physique des résonances de moyen mouvement.
Nous établirons ensuite les équations différentielles qui décrivent l’évolution des différentes
quantités résonantes. Nous montrerons que le mouvement d’une particule peut se représenter
comme un ensemble de mouvements élémentaires couplés entre eux. Après avoir établi les
conditions des résonances, nous interpréterons de manière géométrique les différents types de
résonances qui peuvent intervenir dans un anneau.
Une résonance se produit lorsque l’une des fréquences naturelles du système (ici la
particule) est égale à la fréquence d’une force extérieure (celle du satellite). Une force faible
peut alors induire des grandes amplitudes d’oscillations de la particule, sur des temps longs
par rapport à la période de base du système. Les oscillations naturelles dans le mouvement
orbitale d’une particule autour d’une planète sont alors:
(a) le mouvement orbital autour de la planète, dans le cas d’une orbite circulaire, de
fréquence n (l’orbite circulaire de référence),
(b) le mouvement épicyclique relatif à une orbite circulaire de référence, associé à l’excen
tricité de l’orbite, de fréquence «, et
(c) le mouvement vertical hors du plan de référence, associé à l’existence d’une inclinaison
orbitale, de fréquence v.
Intituivement, on peut comprendre le phénomène de résonance de la manière suivante. On
peut considérer la particule comme un petit oscillateur autour de l’orbite circulaire de référen
ce. Cet oscillation a une fréquence ac dans la direction horizontale (épicycle), et une fréquence
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v dans la direction verticale. Ce oscilateur est d’autre part soumis à une force perturbatice
extérieure en provenance du satellite. Cette force est appliqué avec la fréquence synodique,
i.e. n — n8, et elle est donc développable en série de Fourier, avec des termes de fréquences
(m -f l)(n — nfl), où m est entier. Notons ici que l’on a choisi d’écrire ces fréquences sous la
forme (m -f l)(n — nfl), et non pas m(n — n8). C’est un point purement technique, qui permet
d’uniformiser les notations plus tard, et qui ne change évidemment rien à la discussion.
Une résonance se produit lorsque la fréquence de forçage (m + l)(n — n8) devient égale
à l’une des fréquences propres de la particule, soit k ou v:
k = (m + l)(n - na),
v — (m -f l)(n — n8).
(2.1)
On se retrouve alors dans le cas d’une oscillation harmonique en résonance, dont l’amplitude
est excitée. Une différence importante cependant est que à mesure que la particule gagne de
l’énergie, son demi grande axe est modifié, et donc aussi ses fréquences propes k et i/, ce qui
fait sortir la particule de la résonance. Une approche plus globale est donc nécessaire pour
mieux comprendre les phénomènes de résonances.
2.1. Développement de la Fonction Perturbatrice
Du point de vue énergétique, le potentiel du satellite qui agit sur la particule est de la forme:
1 (r-r»)
$i(r,r,) = -GM„ (2.2)
où A = ||r —181|. Le premier terme du deuxième membre est le terme direct et le deuxième le
terme indirect dû au système de référence (qui est sur le centre de la planète). La modulation
le plus importante sur se fait à la fréquence synodique n — n8. En effet, en supposant que
les excentricités et inclinaisons de la particule et du satellite sont nulles, on a:
= [a2 + cl28 — 2aae cos(A - Aa)] (2.3)
où a(a8) et A(AS) sont le demi grand-axe et la longitude moyenne de la particule (du satellite).
En utilisant le développement classique de 1/A en série de Fourier, nous obtenons:
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où le coefficient de Laplace b™2(a) est défini par:
int ,s _ 2 r cos(mx)dx
1/2(1 ’-v
b?/2(a) =
(1 — 2a cos x + a2)1/2 ’
(2.5)
a > 1
K,2(a_1)
où a = a/a8. Nous notons alors que d’autre termes peuvent se greffer aux termes en
(m + 1)(A — X8). En effet:
A = [r2 + t\ - 2(r • t8)] 1/2 , (2.6)
et donc, les mouvements épicycliques et verticaux de la particule et du satellite vont introduire
des fréquences supplémentaires dans le développement de 4>fl(r,ra).
Sans entrer ici dans trop de détails techniques, nous voyons par exemple que le terme
(r *ra) peut s’écrire, au premier ordre en excentricité, et en supposant que le satellite a une
orbite circulaire (voir, e.g., Brouwer Sz Clemence, 1961, chapitre XV et Shu, 1984):
(r • t8) = rr8 cos[L — L8) ~ a [1 + e cos(A — za)\ cos [A + 2e sin(A — m) — A*], (2-7)
où L(Le) désigne la longitude vraie de la particule (du satellite). Combinant les termes en
ecos(A — tu) qui apparaissent alors avec les termes du développement (2.4) et linéarisant les
produits de fonctions trigonométriques, nous obtenons:
1
Â
1
2a8
+00
E ^/î1 (“)cos[(™+ !)(*-mi-
+ 0(e2).
cos [(m + l)Ag — m\ — m] +
(2.8)
Pour certaines configurations satellite-particule, un terme particulier de ce développement
peut varier très lentement par rapport aux autres, qui se moyennent à zéro, alors que le terme
à faible fréquence va induire à lui seul de grandes perturbations. On appelle ce dernier terme
terme résonant. Dans le cas où la particule est sur la même orbite que le satellite, les termes
résonants sont alors ceux qui contiennent A — \8. Dans ce cas, le développement (2.7) n’est pas
bien adapté, et il vaut mieux développer directement le potentiel près des points de lagrange
du satellite. Nous n’allons pas étudier ce cas ici, et nous allons donc considérer que les termes
en A — \8 dans (2.8) se moyennent toujours à zéro. D’autres résonances peuvent se produire
lorsque (m 4- l)Aa — mA — m varie lentement, soit:
(m -f-1 )n8 — mn - tu ~ 0 (2.9)
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Cette relation permet de définir un angle critique correspondant:
^lh = (m + l)Aa - raA - tu, (2.10)
qui sera appelé angle critique de résonance de Lindblad horizontale. Son interprétation
physique est donnée plus loin. En notant que vj = n — «, nous voyons que la condition
(2.9) peut aussi s’écrire:
k, = (m + l)(n — n*), (2-11)
i.e. la condition (2.1) déduite des arguments heuristiques du début de ce chapitre.
Des développements tout à fait similaires, qui tiennent compte de l’excentricité du satel
lite ou des inclinaisons des différentes corps, peuvent être réalisés. Il s’agit la de calculs assez
fastidieux (Brouwer & Clemence, 1961 et calculs personnels), qui nous n’allons pas reproduire
ici. Nous signalerons simplement que le développement de 1/A, et donc aussi du potentiel
4>s(r,rfl), peut finalment se mettre sous la forme d’une somme de termes proportionnels à:
3fte je^ exp { i[(m + k + k8)\8 — m\ — kvj — k8zcr8]}^ , (2.12)
ou:
3fte exp {2i[(m + l + Ib)^b ~ raA — Zfî — , (2.13)
ou k, k8, l et l8 sont des entiers positifs ou négatifs. Les exposants \k\, |Â5*|, \l\ ou \l8\ qui
apparaisent sur e, e8, I ou I8 font qu’en pratique seules les résonances correspondant à des
nombres |fc|, \k8\, \l\ et |/g| petits seront importants dans le potentiel perturbateur 4>* (e.g.,
Goldreich & Tremaine, 1978). Notons que la somme des coefficients de Ag, A, U7, vj8 (ou O,
Da) est nulle (invariance par rotation).
Le facteur 2 qui apparaît dans les exposants et dans l’argument de l’exponentiel dans
(2.13) vient du fait que les perturbations verticales sont toujours d’ordre deux au moins
en inclinaisons I et I8, alors que les perturbations horizontales sont d’ordre un au moins en
excentricités e et e8. Le nombre \k + k8 \ (ou \l-\~l8\) est appelé ordre de la résonance. L’intensité
des résonances de premier ordre est donc la plus grande, suivi par les résonances de deuxième
ordre, etc...
Pratiquement, nous ne considérons que:
(a) les résonances horizontales de premier ordre: k = ±1 ou bien k8 = ±1 avec l = l8 = 0,
et
(b) les résonances verticales de deuxième ordre: l = ±1 ou bien l8 — ±1 avec k = k8 = 0.
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2.2. Théorie Epicyclique du Mouvement Orbital
Considérons le mouvement d’une particule test, dans un système de référence cylindrique,
dont le vecteur position par rapport au centre de la planète soit décrit par r = (r, 0, z). Nous
choisissons l’axe de symétrie du système de référence de telle sorte qu’il soit colinéaire à l’axe
de symétrie de la distribution de masse de la planète, et que z = 0 soit associé au plan
équatorial. Alors, les équations différentielles qui décrivent le mouvement de la particule test,
soumise aux effets d’un certain potentiel $, sont données par (Goldreich & Tremaine, 1982):
(2.14)
d2r (dey
dt2
— r (dt) ~ Ôr ’
d i(r>de) -
dt 1l dt)' de’
d2 z
dt2 dz
En l’absence de satellites perturbateurs, le potentiel $ se restreint à celui qui est produit par
la distribution de masse de la planète. Supposons, comme il a déjà été développé aupara
vant, et sans perte de généralité, que la distribution de masse à l’intérieur de la planète soit
axisymétrique. Ainsi le potentiel gravitationnel de la planète est bien décrit par:
+ oo
$ =
GMp 1-E^(v),p^cos(?)
j=2 ' '
(2.15)
Où Jj (j entier supérier à deux), les les coeficients multipolaires, sont des constantes dont
les valeurs seront caractéristiques de chaque distribution de masse. La fonction Pj(x) est le
polynôme de Legendre d’ordre j. Et Mp est la masse totale du corps (la planète).
Observons que l’équilibre centrifuge exige que la vitesse angulaire n, fonction de la
distance r de la particule à la planète, dans le plan z — 0, soit reliée au potentiel planétaire
$p par l’expression suivante:
rn2(r) =
<9V GMP ’ 3 T (R\2
1 "f" T*^2 ( — ) 4" •••
dr n32= 0 ° 4 \aj
(2.16)
Si la particule se déplace d’une quantité arbitrairement petite, elle va osciller librement dans les
directions horizontale et verticale autour de l’orbite circulaire de référence, avec une fréquence
épicyclique k et une fréquence verticale z/, les deux fonctions de la distance entre la particule
et le centre de la planète, et qui sont données par la théorie de Lindblad du mouvement
épicyclique:
2/ \ -3 a ( 2 \2
k, [r) = r — (r n) >
S(t) = Hz*
(2.17)
J z=0
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Étant donné que le potentiel gravitationnel de la planète obéit à l’équation de Laplace, nous
avons donc pour un point extérieur à la distribution de masse:
IA
r dr
d$T
dr
d2$p «
H = 0.
dz2
(2.18)
En utilisant les expressions (2.17) nous pouvons obtenir une expression qui relie les fréquences
épicyclique et verticale de l’orbite de la particule à son moyen mouvement n dans le plan
z = 0, et qui est donnée par:
/c(r)2 + v(r)2 = 2n(r)2. (2.19)
Si la planète possède une distribution de masse à symétrique sphérique, les fréquences épicy
clique et verticale présentent la même valeur que celle du moyen mouvement n. Toutefois à
cause de l’aplatissement de la planète, v sera légèrement plus grand que n et ac légèrement plus
petit. Cela signife qu’une orbite quasi elliptique dans un repère inertiel n’est généralement pas
fermée et elle présentera une régression du point nodal, et une progression du point apsidal.
Supposons que la solution des équations du mouvement de la particule test en absence
des satellites perturbateures soit donnée par:
Ta(t) — (^o, 7i0t,0). (2.20)
où n0 est la fréquence orbitale du mouvement non perturbé. Alors nous pouvons écrire la
solution r(t) comme étant:
r(t) = r0(t) + Ti(t) (2.21)
où ri(t) = (ri(t),6i(t),zi(t)) est une petite perturbation devant ro(t). En substituant l’ex
pression (2.21) dans les équations du mouvement (2.14), nous pouvons alors développer les
expressions et obtenir les équations différentielles pour les quantités inconnues î'i(t), #i(t) et
d2ri
~dt2^
r=r0
ri - 2r0n0
d(h
dt
= 0
7d2e1
r
0 dt2
2r0n0
dri
dt
= 0
(2.22)
Les solutions des équations différentielles (2.22) nous donnent l’orbite, i.e., de petites oscilla
tions, épicyclique et verticale, autour de l’orbite circulaire de référence discutées auparavant:
ri(t) = [<rexp(ï/ct)]
2n
0i(t) = —— 3^e [iaexp(z/ct)]
K,r0
zi(t) = 5?e [crexp(zizt)]
(2.23)
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où <t est une constante complexe, et les quantités k et v sont les fréquences épicyclique et
verticale qui satisfont:
ac2 =
l/2 =
4n2 +
dn2
dr
T=T0
d2$j
dz2
(2.24)
Jr=r0
Comme les valeurs des moments multipolaires Ji sont petits, k et v sont très proches de n.
Toutefois leur différence par rapport à n nous donne les taux de précession des longitudes du
periapse et du nœud ascendant de l’orbite de la particule:
du7
dt
dQ
dt
— nQ- k0
— n0-v0
GMP
a3
GMP
(2.25)
L’ensemble des relations (2.16) et (2.0) sera utilisé pour calculer, dans la suite de ce travail, les
différents taux de précession, ainsi que la relation entre le rayon géométrique et le mouvement
moyen. Pratiquement, nous verrons que les termes qui dominent dans ces équations sont ceux
qui contiennent J2» les termes en J4 ne faisant que modifier légèrement (de quelques mètres)
la position des résonances.
2.3. Effets Dynamiques des Résonances
Si l’on reprend l’expression du potentiel perturbateur dû au satellite, équation (2.4), et si l’on
synthétise le calcul de 1/A présenté plus haut, nous obtenons:
1 1 '
-£ = — Y, 6r/î1(“)c°s[TO(A-A»)]
8 m= — 00
+ 00 1
e 1
” 2.^ 9
771= — OO
+ OO
db7l/t1(<x)
2(m + l)b^(a) + a^-^
e ^ 1
a„ 2o 8
e
a8
Tîl— — OO
db™/2{a)
(2m + l)b™2(a) + a —
cos[(m -f l)Aa — m\ — "eu] —
cos [(m + 1)A 8 — m\ — vj8] —
+°° «bl’p'W
E
8
771= — OO
12 cos 2[(m -f l)Aa — m\ — fi]-f
+ I2 cos 2[(m + l)Afl — mA — fîa] — 2II8 cos
+ 0(e2, e2,/4,/^).
(m + 1)A* — mA —
Çl-ft,
+
(2.26)
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Nous remarquons que dans cette expression, tous les angles critiques de la forme (m-f- l)Afl —
m\ — (un angle) vont être stationnaires ou presque près du même rayon orbital. Cela vient
du fait que le problème képlérien perturbé est presque dégénéré, puisque les angles m, w8f fî
et Çl8 sont des invariants dans le problème à deux corps.
Par conséquent, près d’une résonance de moyen mouvement, (m + l)n* —mn ~ 0, il y a
en fait quatre résonances différentes, deux de Lindblad et deux de corotation, deux parmi elles
étant horizontales, et deux étant verticales. Comme nous l’avions vu plus haut, ces résonances
sont caractérisées par les angles critiques correspondant:
^ih — (m + 1)X8 - mX - zj
y ch = (m + 1)AS - mA - m8
(2.27)
^\v = 2[(m + l)Aa — mA — f2 ]
= 2[(m + 1)X8 - mX -
Des résonances mixtes, faisant par exemple intervenir l’angle 2(m + 1)A* — 2mA — 17 — Cl8,
peuvent également intervenir. Cependant, l’angle critique qui intervient alors n’est pas
linéairement indépendant de iv et ^cv (puisqu’il vaut (^/v + ^Cu)/2). En fait, les quatre
angles dans (2.27) représentent les quatres angles linéairement indépendants, correspondant
aux quatre degrés de liberté du système (3 degrés liés à l’espace et 1 degré Hé au temps).
Et les respectives conditions de résonances étant données par:
(m + l)ng — mn — vj =0
(m + l)ns — mn — zu8 — 0
(2.28)
(m -f 1 )n8 — mn — fl =0
(m + l)nfi — mn — Ù,8 = 0
La planète étant aplatie, les taux de précessions sont non nuis et différents, et permettent donc
de lever la dégénérescence entre ces résonances. Nous verrons plus tard, dans le cas pratique
de Neptune, quels sont les écarts en demi grands axes pour les différentes résonances.
Si l’on garde uniquement les termes dans le développement de 1/A, on obtient finale
ment le potentiel perturbateur du sateHite sous la forme moyenné < $8 >, i.e. on éKmine
tous les termes de hautes fréquences:
<$*>=-
GM8 2 2
= a*n* Wp Ae cos(^ih) + Ee8 cos(^c^) - V
*lv + * C
+ 18 cos(^cv) - 2118 cos
I2 cos(^r/t,)-t-
sO“)
(2.29)
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ou:
-5
H
4.1 db^(a)
db™,2 (a)
(2m + l)6^2 -f a———
(2.30)
V = ^bl^(a).
D’autre part, nous avons supposé que a\n2 = GMp dans (2.29), ce qui a permis d’écrire
GM8/a8 = a28n28. En réalité, l’aplatissement de la planète fait que l’expression correcte est
a\n2 = GM[1 + (3/2)J2(Rp/a8)2 -f ...] où Rp est le rayon de la planète. Cette correction n’est
toutefois pas significative au niveau d’approximation fait dans (2.29). Les coefficients A et
E varient sensiblement comme m, et L varie sensiblement comme m2 (Sicardy, 1991). Plus
précisément, lorsque m tend vers l’infini, on a:
A E
— ~ ~ 0.802
m m
V
— - 0.085
mz
(2.31)
Enfin, le terme séculaire en ab^2(a) dans (2.29) modifie le mouvement moyen de la partic
ule. En pratique, nous verrons qu’en général les termes dus aux harmoniques sphériques de
la planète dominent largement ce terme séculaire, qui sera donc omis dans la suite. Pour
terminer, nous ajouterons au potentiel moyenné < >, le potentiel < $j2 > dû au premier
terme en harmonique sphérique causé par l’aplatissement de la planète, équation (2.15). On
obtient ainsi:
*/2 =
GMP / RP \
J ^ J P2(cos0)
Après moyennisation Isur une orbite, on obtient:
< $j2 > = ——a2n2J2
Rp
a
, 3 2
1 + -e2
2
3 9
X-2J
(2.32)
(2.33)
Nous obtenons finalement la fontion perturbative R totale, définie comme l’opposé du potentiel
perturbateur, soit R = — < $8 > — < >. Ainsi:
p _ _2 2ri — aan.
Mp
-Ae cos(^ih) - Ee8 œs(^!ch) + V 12 cos+ I2 cos(^cv)-
— 21h, cos - lbl/2al + (f 1+r* 1 - ^
(2.34)
C’est cette fonction perturbatrice qui va nous permettre de dégager les propriétés essentielles
des résonances en jeu dans les anneaux étroits des planètes.
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2.3.1. Équations de Variations des Éléments
Afin de déterminer les équations qui régissent les variations des quantités résonantes, nous
utilisons le hamiltonien total:
F = + R - A (2.35)
ZjCL
où \l/2a est le hamiltonien non perturbé (planète + particule), \i — GMp, R est la fonction
perturbatrice, et A est le moment conjugué du temps (Brouwer & Clemence, 1961). Le
système est alors entièrement défini par quatre paires de variables conjuguées (ou variables
de Delaunay):
M
U)
fi
t
L = s/JlÔl
G — yjpa(l — e2)
H = y//xa(l — e2) cos I
A
(2.36)
Les équations du mouvement étant:
M = —
ùj = —
fi = -
1 = -
OF
~dL
dF_
dG
dF
dïï
dF
ÔA
L
G
H
À
dF
dM
dF
du)
dF
dû
dF_
~dt
(2.37)
Malheureusement, les variables angulaires M, a; et fi ne sont pas adaptées à notre problème.
En fait nous voudrons travailler avec les angles critiques de résonance présents dans la fonction
perturbatrice, équation (2.34).
Nous remarquons que la fonction perturbatrice (2.34) donne un système de quatre
angles critiques de résonance. Pour éviter d’obscurcir notre présentation, et pour montrer
plus clairement les couplages entre ces résonances, nous choisirons en fait trois angles critiques
seulement. Pratiquement, nous prendrons l’excentricité du satellite nulle (e8 = 0), car dans le
cas particulier que nous allons étudier plus loin (interaction entre Galatéa et l’anneau Adams),
aucune excentricité n’a pu être mesuré pour le satellite, alors qu’une inclinaison non nulle a
été détectée (Owen et al., 1991).
La discussion qui va suivre est donc restreinte à e8 = 0. Cependant, nous verrons
qu’il serait facile d’inclure un telle excentricité, et que son influence sur le mouvement de la
particule pourrait aussi être décrite qualitativement après notre discussion.
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A partir des variables angulaires M, et 0, et du temps t, on peut construire la
transformation biunivoque:
' M' ' Vg = X- Xg
U) 4*ih = (m + l)Ag — 77iÀ — vj
r *—* \
ü ^Cî, = 2[(771 + 1)A„ - 771A - iï8]
j . ^lv = 2[(771 -b 1)A* - 771A - Q]
où À = M + w + fl, zu = u> + £1, X8 = n8t et Vt8 = Cl8t = (n8 — u8)t. Les moments conjugués de
lh5 et sont J8, Jih, Jcv et Jiv, et se déduisent de L, G, LT et A par la condition
de canonicité (Brouwer et Clemence, 1961):
LdM + Gdu + Hdü + Adt = J8d^8 + Jihd9ïh + Jcvd^cv + Jivd^iv (2.39)
Les relations (2.38) permettent alors de déduire:
L — J8 77l(«///l -(- 2JQV ^Jlv)
G — J8 (m -f- l)«///j 2tti ( Jeu ~b Jiv)
(2.40)
H = J8 - (m + 1 )Jih ~ 2[mJcv + (m + 1)J/„]
A — TigJ8 -(- (771 -(- ]~s)n8Jifi d- 2(77i7ia "b Vg'jJcv ~b 2(771 “b l)*^Zr
On obtient alors un nouveau système canonique:
ÿik =
dF
Jih =
dF
dJih dVih
Vcv =
dF
7 —
dF
(2.41)
dJcv
0 CV —
dVcv
Vlv =
dF
Jlv
dF
dJiv d'Siv
où l’on a éliminé les équations 4/* = —dF/dJ8, J8 — —dF/d'&g = 0, qui viennent du fait que
les termes à hautes fréquences A — A* n’apparaissent plus dans la fonction perturbatrice R
(moyennisation).
Le système (2.41) permet alors de décrire entièrement le mouvement moyenné d’une
particule des anneaux près des trois résonances associées à 4*^, Wcu et ^ly. On effectue alors
les dérivées partielles dans (2.41) en utilisant (2.38) et (2.40), et on exprime les éléments
orbitaux a, e et I qui apparaissent dans J?, équation (2.34), en fonction des variables de
Chapitre 2:32
Delaunnay, définies dans (2.36). Nous ne détaillerons pas les calculs, et nous nous bornerons
à donner ici les résultats. Les variations des angles résonantes sont alors donnés par:
tylh — 2[(m -f l)n* — mn — Ù8] — QmJ2 ^—— I n
t , 0 / 1\ T fRpY M* PAn /t x
^ct; = (m + l)n* - mn - 3 f m + - J J2 ( —J n + — —cos{^ih)
Ÿ/t, = 2[(m + 1 )ns - mn] - 6 (m - ^ J2 fn+
+ 4
M8 aVn
Mp I
J , 4 ^1» | T f ,-jy ^
I„ COS ( Z 1 — 1 COS(W/vJ
(2.42)
Et les variations des éléments orbitaux étant données par:
— = 2man-y- {AV
a Mp
. Mg . . .
e = Aan—— simWj/J
M p
I= 2VanM‘
(4F IesinÇ— I sin lv I„ cos ^.;cos^ — Ae sin(^r//l)}
MP
T . , *cv+*lv y T ,lTf x
I8 sm ( ) - I sin(W^)
(2.43)
Pour simplifier ces équations au maximum, nous allons prendre comme demi grand-axe de
référence le demi grand-axe aQ correspondant à la résonance de corotation verticale, i.e. défini
par = 0. Ce choix est justifié par le fait que les arcs de Neptune semblent orbiter en
moyenne autour du rayon de résonance de corotation 42:43 avec Galatéa (voir le chapitre 5).
Posons alors £ = Aa/a0 = (a—a0)/a0 l’écart relatif à la corotation verticale. Nous pou
vons supprimer les singularités en 1/e et 1 // dans (2.42) en définissant le vecteur excentricité
(h,k) par:
h = ecos(^ih)
(2.44)
k = esin(^ih)
et le vecteur inclinaison (u,v) par:
u — I cos
v = I sin
$ lv
2
(2.45)
Enfin, la petite quantité Mt/M, i.e., la masse du satellite relative à la planète, peut être
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représenté par e8. Nous obtenons alors:
i
— = +2Tne8a { 4V
n
,
r • f^A T/
I8 sm —— - V '-(VH-"}
— +3ran£
n
h
n
k
~ — +
n
u
n
v
— — +
n
3 .
2^ +
-m£ +
3 .
2mf +
3 ,
2m( +
n. — VJ
n
n. — VJ
n
ù8 — VJ
n
ù, — VJ
n
h + esaA
v + 2eaV
u + 2eaV
(2.46)
T . , *lv
l8 sm ( -r- J - v
T I *1-
18 COS ( —r— I — u
Nous pouvons rendre ce système complètement non dimensionné on choisissant l’unité de
temps de telle manière que n = 1 (la période orbitale de la particule est alors 27r), et en
posant:
3.3 Aa
X — TT 777Ç = -771
A 2 s 2 aQ
Jp —
J n —
(ris d?)
n
(à,- à)
n
(2.47)
Si = —£8aA
Ey £
Ce qui nous donne le système suivant:
la cosX = +3777 4e„
= +2x
h = ~{x + jp)k
k = +(X + jp)h ~ ei
ù = ~(x + jn)v + 2ev
v = +(x + jn)u + 2ev
r
-u h, sin
(2.48)
I8 sin
la cos
2
Vr.
— v
— u
Ces équations décrivent le comportement des variables résonantes tycv,x (résonance de coro
tation vertical), h,k (résonance de Lindblad horizontale) et u,v (résonance de Lindblad ver
ticale), ainsi que leur couplage. Il est facile de montrer que ce système admet l’intégrale
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première suivante:
C =
6ra2
. e2 . I2
Jp 2 3n 2 £l'L £v v — I8 sin (2.49)
où nous rappelons que:
e2 = h2 + k2
I2 = u2 + v2
(2.50)
Le comportement du système (2.48) peut se comprendre de manière intuitive en isolant deux
par deux les variables résonantes associées à chaque résonance. La complication de ce système
vient du fait du couplage entre les différentes équations. Nous allons maintenant supprimer
(arbitrairement) ces couples pour mieux déméler le comportement des différentes variables.
Nous rajoutons ensuite les couplage petit à petit pour voir son effet sur le comportement
global de la solution.
2.3,2. Résonance de Corotation Verticale
Considérons d’abord que le terme dominant dans la fonction perturbatrice R est celui qui
contient I8. Autrement dit, nous négligeons les effets des résonances de type Lindblad sur i
et e. Alors, le système (2.48) devient:
x = 6 m2evI*sin(¥c„)
'Pc = 2x
(2.51)
Nous obtenons donc les équations du mouvement du pendule simple, puisque:
ÿcv = 12m2evI2 sin(\£cu) (2.52)
Notons que le point de libration stable correspond à ŸCÎ, = ir, donc à un maximum local
d’énergie, puisque l’énergie potentielle associé à la résonance de corotation vaut
— (Mg/M)a28n28VI8 cos(\Pcu) et que V > 0, équation (2.30). Ce mouvement est tout à faire
similaire à celui de particules test autour des points de Lagrange L4 et L5 d’un satellite (Green-
berg & Davis, 1978). Le maximum de potentiel est stabilisé par l’accélération de Coriolis, qui
donne à la particule un mouvement giratoire dans un repère lié à la corotation. L’intégrale
du mouvement C = x/(6m2) + £vlg cos(\lrCÎ;) s’écrit alors, en terme des quantités physiques:
+ evaVI2 cos(^cv),
2
(2.53)
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Figure (2.1): La figure de libration-circulation pour la résonance de corotation
verticale. Observons que les courbes intégrales reproduisent l’espace des phases
classique du pendule simple.
à une constante multiplicative près. Les courbes intégrales reproduisent l’espace des phases
classique du pendule simples, avec zone de libration, séparatrice et zone de circulation, voir
figure (2.1).
La largeur de la zone de corotation est immédiatement déduite de
C = evocVIg et successivement, = 0 et ^ct, = 7r. On trouve alors:
(2.53), où on prend
bLrv — alo \ _ olV
64 Mr
M
(2.54)
La fréquence de corotation ncv est facilement déduite de (2.52), on trouve:
ncv = nml8 \ 12/3V
Ms_
M
(2.55)
On peut exprimer la période de libration, Tcv, autour du point stable sous la forme suivante,
en substituant (2.54) et (2.55):
4 n.
(2.56)
__ a
Tcv — ~—-r-^Torb.
3m Wcv
où Torb = 27r/n est la période orbitale de la particule.
2.3.3. Résonance de Lindblad Horizontale
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Si l’on ne garde que les termes correspondants à la résonance de Lindblad horizontale dans
(2.48) (i.e., pas d’inclinaisons pour le satellite et la particule), on obtient:
X — 3m2eik
VCv = 2%
h =-(x+jP)k
& =+{x+jp)h-ei
(2.57)
Contrairement à la résonance de corotation verticale, qui pouvait se réduire à un seule degré
de liberté, équation (2.51), nous voyons que la résonance de Lindblad horizontale est décrite
par un système à deux degrés de liberté, qui couplent les variations de x et ^cv, et de h et k.
On montre facilement que le système (2.57) possède deux intégrales premières:
J = e2 +
3m2
(% + Jp>
K = e4 - 2 Je2 +
8e/
W
(2.58)
et qu’il est donc intégrable. Comme e2 = h2 + k2, K = constante donné définit entièrement
la trajectoire suivie par (h, A:), une fois que J a été fixé. Une discussion complète de la
morphologie des ces trajectoires est donnée par Ferraz-Mello (1985).
L’existence des deux intégrales (2.58) permet facilement de faire cette discution. En
particulier, K ^constante définit la trajectoire comme appartenent à l’intersection des deux
surfaces.
Pour J > 0, e4 — 2Je2 = z définit une surface en forme de “chapeau mexicain” M
dans l’espace (h,k,z), voir la figure (2.2a). D’autre part, la surface z = (8ei/3m2)h est
un plan P parallèle à l’axe 0&, cf. figure (2.2a). Par conséquence, la courbe définie par
K = e4 — 2 Je2 + (8e//3m2)h est la projection dans le plan (O, h, A:) de l’intersection du plan
chapeau mexicain avec le plan P.
Pour une valeur fixée de J, et donc pour un chapeau mexicain M donné, on peut couper
avec des valeurs de K différentes, et obtenir ainsi des trajectoires variées dans le plan (O, h, A:).
Quatre exemples de trajectoires sont données dans la figure (2.2b), avec une circulation interne
(autour de O), une séparatrice (en trait mixte), une libration (courbe en banane autour de
L), et une circulation externe (courbe à peu près circulaire à l’extérieur).
Nous donnerons des exemples plus détaillés de tels diagrammes dans le chapitre 3, avec
les valeurs numériques associées aux arcs de Neptune.
Résonances de Moyen Mouvement 37
Figure (2.2): (a) L’intersection entre la surface en forme de “chapeau mexicain”
et le plan P générant (b) les courbes intégrales de l’espace des phases du vecteur
excentricité proche d’une résonance de Lindblad horizontale isolée (i.e. sans cou
plage avec d’autres résonances). Ainsi, chaque courbe continue ou mixte représente
une solution du système (2.57), pour une même valeur de la constante J.
Il sera utile pour la suite d’avoir un situation des fréquences d’oscillation autour du
point de circulation interne (près de 0), et du point de libration L. Pour cela, il faut linéariser
le système (2.57) autour des points stationnaires respectifs. On obtient alors près de L:
et près de O:
niib = ny 6mzv J£i (2.59)
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2.3,4. Résonance de Lindblad Verticale
En reprenant le système (2.48) et en ne gardant que les termes associés à u et v, on obtient
de nouveau un système à deux degrés de liberté:
X — 12m2evuv
Vcv = 2%
n = ~(x + jn + 2ev)v
v = +(x + 3n + 2ev)u
(2.61)
La structure du problème est en fait très proche de celle que l’on a obtenue pour la résonance de
Lindblad verticale, système (2.57). En particulier, il y a de nouveau deux intégrales premières:
J -/2 + i(x+i")
K = Ii -2 JI2+ P^(u2 - v2)
3m2 K '
(2.62)
Par rapport à l’expression de K dans (2.58), on s’aperçoit que le terme en h a été remplacé par
un terme en u2 — v2. Les trajectoires suivies dans le plan (0,u,v) ont alors l’aspect présenté
dans la figure (2.3).
De nouveau, ces trajectoires représentent l’intersection de deux surfaces, une fois que
la constante J a été fixée. L’une des surfaces, définie par J4 — 2JI2 = constante, est le
chapeau mexicain dont nous parlions précédemment dans le cas de la résonance de Lindblad
horizontale. L’autre surface, définie par (8^/3m2)(u2 — v2) = constante, a la forme d’une
selle symétrique par rapport aux axes Ou et Ov. Ceci explique la structure observée dans la
figure (2.3).
De nouveau, ces trajectoires représentent l’intersection de deux surfaces, une fois que
J a été fixé. L’une des surfaces, définie par /4 — 2JI2 = constante, est le chapeau mexicain
dont nous parlions précédemment pour la résonance de Lindblad horizontale. L’autre surface,
définie par (8ev/3m2)[u2 — v2) = constante, a la forme d’une selle symétrique par rapport
aux axes Ou et Ov. Ceci explique la structure observée dans la figure (2.3).
La figure (2.3) montre les différentes solutions du système (2.61) dans le plan Ouv,
pour une constante J donnée. Cette constante a été ajusté de telle manière que les deux
points de fibration L\ et L2 correspondent aux inclinaisons typiques du satellite Galatéa et
des particules des anneaux par rapport au pla de Laplace neptunien, soit environ 0.0544 degrés
(voir chapitre 5). Comme nous le soulignons au début de la section 2.3.4, ces solutions ne
Résonances de Moyen Mouvement 39
Figure (2.3): L’espace des phases du vecteur inclinaison près d’une résonance de
Lindblad verticale isolée (i.e. sans le couplage avec les résonances de Lindblad
horizontale et verticale). Chaque courbe représente une solution du système (2.61)
dans le plan Ouv, pour une même valeur de la constante J. Cette dernière a été
choisie ici de telle manière que les deux points de Ubration L\ et L2 aient des
inclinaisons typiques atteintes dans les arcs de l’anneau Adams, soit de l’ordre de
0.05 degré (voir chapitre 5). Voir sinon le texte pour plus de détails.
correspondent qu’à l’effet de la résonance de Lindblad verticale seulement. Autrement dit,
le couplage avec les autres résonances (Lindblad horizontale et corotation verticale) a été
artificiellement supprimé ici.
Nous avons maintenant une zone de circulation interne autour de O, deux zones de
libration autour de L\ et L2, et une zone de circulation externe au-delà de L3 et L4, le tout
cloisonné par une séparatrice qui passe par La et L4. De nouveau, nous pouvons linéariser le
système (2.61) autour des points de librations L\ et X2, pour obtenir la fréquence:
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où nous rappelons que ev = (3VM8/M. Il est facile de montrer que les points de libration L\
et L2 correspondent à = 0 et = ±y/J + (4e„/3ra2), respectivement. En substituant
la valeur de J ainsi obtenue, et en notant Im l’inclinaison de la particule près de L\ ou L2
(i.e., Iub = |^i,21)? nous obtenons:
nub = 2\m\InbVZë^n. (2.64)
Près de O, nous avons de plus une fréquence de circulation:
T^drc — \/(X d" jn 4" 2£w)(% -f" jn 2sv)tI. (2.65)
Techniquement, le dédoublement en deux zones de libration dans le cas de la résonance de
Lindblad verticale est dû au fait que cette dernière est en fait du deuxième ordre, i.e. que dans
l’expression de l’angle critique correspondante, ^iv = 2(m -f 1)A* — 2m\ — 20, la différence
des coefficients de \8 et de A vaut deux.
2.4. Interprétation Cinématique des Résonances
2.4.1. Résonances de Lindblad
D’un point de vue cinématique, l’effet d’une résonance de Lindblad peut être mieux compris en
se plaçant dans un système de référence en rotation avec une vitesse angulaire égale au moyen
mouvement du satellite. Ainsi, en observant le mouvement de la particule dans ce repère,
nous pouvons dire qu’une résonance de Lindblad se produit lorsque l’orbite de la particule est
fermée. En reprenant les définitions des arguments critiques de résonance de Lindblad:
b
^lh = (m + k)X8 — m\ — kvj
iv = 2[(m + k)\8 — m\ — &0]
(2.66)
dont le premier est associé au mouvement horizontal, donc avec l’excentricité, et le deux
ième est associé au mouvement vertical, donc à l’inclinaison de l’orbite par rapport au plan
équatorial de la planète. Nous voyons que lorsque la particule atteint son périapse (A = tu),
ou sa ligne des nœuds (A = fl), les angles critiques se réduisent à:
^lh = {m + k)(X8 - tu)
4/iv = 2(m + k)(\8 - H)
(2.67)
Ainsi, les angles critiques sont directement reliés à l’orientation de l’orbite de la particule
dans un repère hé au satellite. L’interprétation géométrique de l’argument critique ^ih est
présentée dans la figure (2.4), pour une résonance du premier ordre {k = 1) et m = —5.
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Figure (2.4): Interprétation géométrique d’une résonance de Lindblad horizon
tale. La trajectoire d’une particule T porté dans un repère tournant avec le moyen
mouvement du satellite S. La trajectoire fermée (pour m = —5) montre que la par
ticule est en résonance avec le satellite. Nous pouvons interpréter l’angle critique
de la résonance de Lindblad SPih comme étant un —(m -f 1) multiple de la distance
angulaire du satellite au périapse de l’orbite de la particule. L’effet perturbateur du
satellite fait osciller lentement cet angle au cours du temps.
La figure (2.4) montre l’interprétation géométrique de la résonance de Lindblad hori
zontale (Sicardy, 1991). Une telle résonance se produit lorsque la trajectoire de la particule
test T, observée depuis un repère tournant avec le satellite S, est fermé. Autrement dit, l’angle
entre le rayon vecteur du satellite et le périapse de l’orbite de la particule est stationnaire,
ou du moins varie très lentement. L’exemple montré correspond à une résonance de moyen
mouvement 4:5.
Une résonance de Lindblad verticale aurait la même interprétation, sauf que la particule
aurait alors un mouvement vertical (i.e. perpendiculaire à la figure). —
2.4.2. Résonances de Corotation
D’un point de vue cinématique, les résonances de corotation sont la configuration symétrique
des résonances de Lindblad. Considérons un système de référence tournant en moyenne avec
la particule. Si l’orbite du satellite est fermée dans un tel repère, alors une résonance de
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Figure (2.5): Interprétation géométrique des résonances de corotation. Les trajec
toires des particules test (lignes continues) sont représentées dans un repère tournant
avec le mouvement moyen moyen des particules. Une résonance de corotation se
produit lorsque l’orbite du satellite S, dans ce repère, est fermée. En (a) le satellite
a une orbite excentrique et en (b), il a une orbite inclinée (ligne continue: le satellite
est au-dessus du plan équatorial, ligne pointillée, il est en-dessous). Ainsi nous pou
vons voir, (pourm = —5), respectivement les résonances de corotation horizontale
et verticale (Sicardy, 1991). Noter que le nombre de sites de corotation est doublé
dans le cas d’une résonance inclinée (10 au lieu de 5).
(2.68)
corotation a lieu. De nouveau, deux types de résonances de corotation, horizontale et verticale,
peuvent être définis, avec les angles critiques suivants:
ch — (t™ + k)\8 — m\ — kvj8
\PCÎ, — 2[(m + h)\8 — m\ —
Au moment de la rencontre (A = Ag) nous aurons donc respectivement ^ch/k = A — ru8 et
cv/2k = A — Ll8. L’argument critique de corotation est donc directement lié à l’orientation
de la particule par rapport au périapse (ou au nœud) du satellite.
L’interprétation géométrique des résonances de corotation sont présentées dans la figure
(2.5). Nous voyons que pour certaines particules, la modulation du potentiel par le satellite
est suffisamment forte pour enfermer des particules dans des intervalles limités en longitude,
intervalles que nous appellerons sites de corotation. En ce sens, les résonances de corotation
sont de bons candidats pour expliquer la stabilité d’arcs de matière.
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Nous allons, dans cette section examiner brièvement quelques applications numériques des
calculs faits ci-dessus, relatives aux arcs de Neptune. Nous aimerions en particulier connaître
les largeurs typiques des sites de corotation, ainsi que les ordres de grandeur des fréquences
d’oscillation des différents arguments critiques de résonance.
2.5.1. Valeurs des Coefficients Constants
La masse du satellite Galatéa peut être estimé de deux manières indépendantes. Nous avons vu
(chapitre premier) que le satellite force une oscillation radiale d’environ 30 Km. En utilisant
une approche purement linéaire, Porco (1991) déduit une masse de Galatéa de 2.12xlO21
g. Une deuxième méthode consiste à mesurer la taille du satellite sur les images à haute
résolution, et d’estimer la masse en supposant une densité typique de 1 g/cm-3. De nouveau
la masse obtenue de l’ordre de 2xl021 g. On obtient alors facilement les différentes quantités
e8 — Mg/M et ei et ev définies dans (2.47):
- 2.1 x 10“8
El ~ 6.9 x 10"7 (2.69)
~ 3.1 x 10"6
Les taux de précession différentielle jp et jn définis dans (2.48) sont également facilement
estimés en remarquant que les taux de précession individuels sont donnés par:
w = + -J2
'à? 8 — +-*^2
3
f2* = — -J2
(2.70)
pour la particule et le satellite, respectivement. On a alors:
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En utilisant J2 = 3.4105 x 10~3, a8 = 61953 Km, Rp = 25225 Km (Owen et al., 1991),
a = 62932 Km (Porco, 1991), on obtient:
jP ~ -i.7 x îcr3
j„ 4.5 x 10“5
(2.72)
Enfin, nous prendrons m = —43 et des inclinaisons typiques pour le satellite ou la particule
de 0.05 degrés (Porco, 1991).
2.5.2. Largeur des sites de corotation et fréquence d’oscillation
L’équation (2.54), après substitution de eB = Ms/Mp — 2.1 x 10-8, fournit:
Wcv ~ 8.9/; Km, (2.73)
où 1° représente l’inclinaison orbitale de Galatéa en degré. La période d’oscillation au milieu
du site est alors:
T —
-*• r.v
2tt 0.26
77 T°
,LCV J-g
ans (2.74)
2.5.3. Fréquence d*osd]lation de l’angle critique de Lindblad horizontale
La fréquence de libration autour du point L (figure 2.2) se déduit de (2.59), où l’on remarque
que:
J = e2 + w{x + ip) (2.75)
D’autre part, on peut montrer facilement que la valeur de h correspondant à L est hp =
e!(.X + in)? ce qui donne finalement:
71lib — \ jp{jp
3m2e2
?'2J?
mTlorb
soit:
Tub ~ 0.57 ans
(2.76)
(2.77)
avec les constantes déterminées plus haut. Cette période typique est bien visible dans la figure
(3.2), par exemple.
2.5.4. Fréquence d’oscillation de l’angle critique de Lindblad vertical
Près des points L\ et L2, l’équation (2.64) fournit:
2tt 0.26
Tm =
T^lib /'
ans (2.78)
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Près du point O en revanche, on a d’après (2.65):
2tv
Tare = ~ 26.8 ans (2.79)
Tiare
En conclusion, nous voyons que l’angle critique qui varie le plus rapidement est celui corre
spondant à la résonance de Lindblad horizontale. Sa période typique est une fraction d’année
(équation (2.76)).
Les périodes associées à la libration dans un site de corotation, ou à la résonance de
Lindblad verticale sont en revanche de l’ordre de 5 années, équation (2.74), si l’on prend
I ~ Ig ~ 0°.05. Une telle période est bien visible dans la figure (5.3b) par exemple.
Enfin, il existe une période encore plus longue, de l’ordre de 25 ans (équation (2.79))
qui module les variations des angles critiques des résonances verticales. Nous verrons dans le
chapitre 5 l’importance de cette longue période, visible clairement dans la figure (5.3a).
Chapitre 3
Modèle Numérique
Nous allons présenter dans ce chapitre l’implémentation du code numérique pour étudier
l’évolution dynamique à long terme des particules appartenant à un anneau planétaire. Nous
passons aussi brièvement en revue les principaux processus physiques associés à ces anneaux.
Il est évident que les expériences numériques obtenues par un procédé numérique ne
peuvent pas simuler toute la complexité des systèmes réels, mais elles peuvent cependant don
ner d’importantes indications sur le comportement du système. A la place d’une intégration
numérique exacte des équations du mouvement, nous développons des approximations des
perturbations de façon à obtenir un gain dans le temps de calcul qui va de 750 à 1500 fois.
Les éléments orbitaux classiques d’une particule au pas n -fl vont alors être obtenus à partir
de ces éléments au pas n, selon le schéma suivant:
CLn * ^ 1 “bAfXpp* ~t~Attpp "i~A(Zpp* “bAfl,^ ^^drag “bAtt^a^ Aq>coI
®n +Aepp* +AepH “b A6pp* "fAcj2 ~4~A &drag "h Ae$at +AeC0/
l'n * ^ ^ra-j-1 "hAiRP* H-AIpR ~b A1PR* “bAîj^ "4“ A^drag "4“ Aîfia^ "4~ AIcol
nn l Çln+1 — +A1W* +AÇlpR +Afipp* +Aflj2 +Aftdrag +AHaat -bAÇlcol
T&n 1 ^ — TÂ?n “bA‘UJRP* ~b A'C&pR “bAWp/}* ~b ATÂJÂ.TZJdrag 4”A'ŒJ8at ~bAu7C0/
où les contributions successives sont dues à chaque type d’interaction. Nous examinons main
tenant chacune d’entre elles.
3.1. Satellites Proches: le Formalisme de Hill
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L’orbite d’une particule qui appartient à un anneau sera perturbée par la présence de satellites
proches. Pour déterminer cette perturbation, le plus simple est d’intégrer les équations du
mouvement. Cependant, cette méthode est numériquement très lente. Elle est d’autant plus
inefficace que l’essentiel de la perturbation survient uniquement lors des quelques révolutions
correspondant à la rencontre. Même en limitant l’intégration à cette intervalle, le temps de
calcul reste prohibitif.
Une possibilité est alors de remplacer l’effet de la rencontre par une impulsion, i.e.
de décrire une interaction courte entre le satellite et la particule par une variation finie et
instantanée des éléments orbitaux. Une telle méthode a été utilisée pour décrire l’évolution
de l’anneau F de Saturne par Showalter & Burns (1982) et Kolvoord & Burns (1992a,b). Afin
de bien représenter les effets des rencontres, ces auteurs ont tabulé les perturbations sur les
éléments orbitaux, dans un grand nombre de configurations différentes, puis ont interpolé ces
perturbations lors de chaque rencontre, après lecture de la table au début de chaque simulation.
L’avantage de cette approche est la rapidité de calcul, l’inconvénient est en revanche la lourdeur
de la table, qui doit être établie dans chaque cas particulier, et qui change donc lorsque
l’on change la masse des satellites, leur position radiale, leur inclinaison, etc... Ceci est
particulièrement vrai dans le cas tri-dimensionnel, qui devient beaucoup plus lent que le cas
bi-dimensionnel (Kolvoord & Burns, 1992a).
Une méthode pour résoudre ce problème est d’utiliser une description simplifiée de
l’interaction satellite-anneau, appelée formalisme de Hill (Hill, 1878). Ce formalisme a été
largement appliqué pour étudier les interactions gravitationnelles entre les particules des an
neaux de Saturne, dans le cas bi-dimensionnel (Petit, 1985, Hénon & Petit, 1886 et Petit &
Hénon, 1987). Cette méthode a été ensuite utilisée dans le cas tri-dimensionnel par Hasegawa
& Nakagawa (1990) pour décrire les interactions entre planétésimaux dans le système solaire
primordial.
L’avantage de cette approche est qu’elle permet l’utilisation de n’importe quelle (petite)
masse de satellite, avec une orbite quelconque (dans le cadre de validité du formalisme bien
sûr). Enfin, des changements de variables appropriés permettent de rendre les équations non
dimensionnées, et de faire disparaître la petite masse du satellite, évitant ainsi des problèmes
numériques éventuels (arrondis par exemple). Nous verrons cependant que dans l’approche de
Hasegawa & Nakagawa (1990), la description utilisée ne conserve pas les aires dans un espace
de phase approprié. Ainsi, bien que chaque rencontre soit décrite de manière précise par ces
auteurs, des effets cumulatifs indésirables se produisent après le calcul d’un grand nombre de
rencontres.
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Une approche tout à fait opposée consiste à moyenner le potentiel du satellite sur
plusieurs périodes synodiques, et de ne garder que les termes résonants dans le potentiel
d’interaction satellite-particule. Cette approche, détaillée par ailleurs dans le chapitre 2, a
deux avantages et deux inconvénients majeurs. Les avantages sont:
(1) L’intégration des équations moyennées permet un gain considérable de temps de calcul.
(2) La présence des terms résonants uniquement permet une bien meilleure compréhension
de la dynamique du problème. En particulier, le couplage entre les differentes résonan
ces en jeu apparaît beaucoup plus clairement, des surfaces de section sont possibles
dans certaines cas, etc...
Par contre les inconvévients sont:
(a) Les équations moyennées ne sont valides qu’au voisinage des résonances. Dès que
l’on s’éloigne des ces résonances, il faut utiliser de nouvelles équations, avec tous les
problèmes de “raccord” que cela peut provoquer. Nous rappelons (chapitre 2) que les
résonances sont groupées par “paquets” distants d’environ 23 Km en distance radiale,
au niveau de l’anneau Adams (chapitre 5). Une particule peut très bien parcourir cette
distance au cours d’une simulation. Une approche moyennée devient alors assez lourde
à mettre en œuvre.
(b) Les rencontres avec le satellite induisent des discontinuités dans les éléments orbitaux de
la particule, dont l’amplitude est comparable aux variations à long terme induites par
les résonances. Autrement dit, les termes à haute fréquence, même s’ils se moyennent
à zéro, ont des effets importants sur la position instantanée des particules.
Nous allons maintenant examiner ces différents problèmes, et proposer une nouvelle
approche numérique pour tenter de les résoudre. Plus précisément, nous allons considérer que
la rencontre entre le satellite et la particule est instantanée, qu’elle peut être décrite dans le
cadre du problème restreint. Toutes les autres perturbations (aplatissement de la planète,
pression de radiation, effets dissipatifs, etc...) seront prises en compte entre deux rencontres
avec le satellite (qui ne perturbera alors plus la particule). Nous testerons ensuite certains
des résultats obtenus en les comparant aux solutions du prblème moyenné.
Considérons alors un système de trois points matériels, dont une planète de masse Mp,
un satellite de masse M8 et une particule de masse m négligeable par rapport à M et Me
(dans cette section, et jusqu’à l’équation (3.6), m représente la masse de la particule, à ne pas
confondre avec l’entier m qui définit les résonances m : m + 1. Cette notation ne sera plus
utilisée après l’équation (3.6)). Dans un sytème de référence hé au barycentre du système, les
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vecteurs qui donnent les positions de ces corps seront notés Tg, t'2 et , respectivement. Donc
nous pouvons écrire les équations newtoniennes du mouvement de la manière suivante:
mt\ = -GmM. **_ J-2
lrl r21
M.i2 = -GM,mJ2 **
lr2 rl I
Mpt3 = —GMprn—j—--—
lr3 riI
Gm Mp
GMgMp
lr2 ~ r3l3
- GMpMg
(3.1)
Où chaque point indique la dérivée de la quantité par rapport au temps. Le système de
référence choisi n’est pas réellement inertiel puisque la planète orbite autour du soleil, mais
nous pouvons le considérer dans l’approximation qui sera faite.
Effectuons maintenant une série de transformations de coordonnées. La première est
telle que le nouveau système de référence ait comme origine le centre de la planète. La
transformation suivante est telle que le système soit en rotation, avec pour axe la direction
du vecteur vitesse angulaire U) constante dans le temps. Et une autre telle que le système
en rotation soit translaté de rG, où r0 est un vecteur constant dans le système de référence
en rotation, dont le module est choisi proche de la distance de la planète au satellite et à la
particule. Nous obtenons alors les expressions suivantes:
Ï! = -G{MP + m),ri +r°,3 - GM,
|ri + r0|3
-wx(wxri)-wx(wxr0),
r2 = - G(MP+ t r° _ Gm
|r2 + r0|3
-wx(wxr2)-ù>x(ù)x r0).
ri — r2 r2 +r0
|ri-r2|3 |r2+r0|3
r2 - ri ri +r0
!r2-ri|3 |r!+r0|3
— 2û> x r''i
— 2u) x r2
(3.2)
Remarquons que dans ce système de référence, la position de la planète reste toujours in
changée, et donc nous n’avons plus besoin de l’équation différentielle décrivant son mouve
ment dans l’espace. Nous pouvons voir facilement aussi les termes dus à la force de Coriolis
et à la force centrifuge. Définissons alors un changement de variables, reliant les quantités
vectorielles ri et r2 à des nouvelles quantitées y et z de la forme suivante:
y = V\T\ + ï/2r2,
z = i! — r2,
(3.3)
où V{ — rrii/(m + M8). Ici la quantité y représente le vecteur position du centre de masse du
système particule-satellite et z est le vecteur position relative qui pointe vers Ja particule, à
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partir de la position du satellite. En utilisant les expressions (3.2) dans (3.3), et en développant
|r;- +ro|~3 (j=l,2) jusqu’aux premiers termes, nous obtenons alors les expressions suivantes:
ÿ = -G(MP -f Ma + m) y +3(yro) r0
r0 r0 |rol;
2wxÿ-«x(wxy)
r0
- G(MP + M8 + m)-—- - x (o> x r0),
z = -GMP
r0
+ 3
r0|
(z • r0) r0
|r0|2 |r0|3
(3.4)
2u)xz—ù)x(dxz)
-G(Mfl+m)-~.
Observons que les équations du mouvement sont maintenant découplées. Définissons alors
une quantité scalaire h par l’expression suivante:
1/3
*-(&) (3.5)
L’interprétation physique de h est telle qu’au-delà du rayon a8h, les particules sont en orbite
de la planète, où aB est le demi grand-axe de l’orbite du satellite. On appelle souvent a8h
“rayon de Hill du satellite”. Nous choisissons alors une valeur pour la vitesse de rotation du
système de référence tel que les 4eme et 5eme termes de l’expression (3.4a) s’annulent:
M = A G
(MP + Mfl+ra)
(3.6)
Supposons que les composantes de z soient normalisées par h, i.e. z = (hx,hy,hz), où
les axes définissent, respectivement, la direction radiale par rapport à la planète et dans le plan
perpendiculaire à U), lù-direction du mouvement engendré aussi dans le plan perpendiculaire à
üj, et la direction du vecteur vitesse angulaire ü). Donc l’équation différentielle du mouvement
relatif (3.4b) peut alors être décomposée en trois équations scalaires, appelées équations de
Hill:
x — 2üûÿ — 3a;2 x = Fx,
ÿ + 2u;i = Fy, (3.7)
z + a)2z — Fz,
où le deuxième membre de l’équation (3.7) est la force appliquée:
F = (Fx,Fy,Fz) = -3-. (3.8)
Remarquons que la force appliquée, F, représente l’interaction gravitationnelle entre les corps
(particule et satellite). Notons aussi que les équations (3.7) sont doublement normalisées:
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Figure (3.1): Vue schématique des trajectoires képlériennes de la particule test
et du satellite dans le système de référence du formalisme de Hill (Nakazawa, Ida
Sz Nakagawa, 1989). (b) Exemples de trajectoires suivies par la particule, dans
ce même repère, où y=0 est la longitude de la rencontre, pour deux valeurs du
paramètre b et de l’excentricité réduite e (équation (3.9)).
d’une part x,y,z représente le vecteur relatif entre le satellite et la particule, et d’autre part,
toutes les distances réelles ont été divisées par le paramètre h.
Supposons à présent que l’interaction entre les corps, particule et satellite, soit nulle
(F = 0). Les solutions x, y et z en fonctions du temps peuvent alors s’écrire:
x = b — pi cos tôt — p2 sin Lût,
3
y — ijj b ut -f 2pi sinu;t — 2p2 coso;t, (3-9)
2
z — q\ cos lût -f- q2 sinu?t,
où les quantitées b, Pi, P2j 9i> 92 et sont des constantes d’intégration, reliées aux éléments
orbitaux de la particule et du satellite (voir section 3.1.2). Les solutions (3.9) décrivent le
mouvement d’une particule suivant une orbite képlérienne non perturbée, vue par un autre
corps (le satellite), qui lui aussi suit une orbite képlérienne non perturbée.
Notons que dans le problème relatif et réduit de Hill, ni la masse du satellite ni les
phases orbitales ne sont présentes explicitement, cela est due à la série de transformations
faites auparavant.
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Le problème que nous aurons à résoudre sera alors de décrire les modifications sur 6, pi,
P2? Çu Ç2 et tJj causées par le satellite. Nous voudrions décrire l’interaction satellite-particule
de manière à la fois rapide du point de vue numérique, mais aussi en essayant de garder
l’essentiel de la dynamique en jeu.
Typiquement, une particule de l’anneau Adams a 20 rencontres par an avec le satellite
Galatéa. Les effets résonants se font sentir sur plusieurs années (par exemple, la période de
libration à l’intérieur d’un site de corotation est de l’ordre de 5 ans), et les effets dissipatifs
sont également lents. Une simulation demande souvent un intervalle totale d’intégration de
plusieurs dizaines ou centaines d’années, et donc, des milliers de rencontres avec le satellite.
Comme nous le soulignions au début de cette section, une intégration exacte se révèle alors
prohibitive du point de vue du temps de calcul. Même en utilisant le fait que l’interaction
avec le satellite ne se fait sentir que lors des quelques périodes pendant lesquelles le satellite
et la particule sont proches, ce gain est insuffisant. En effet, la période synodique T8yn près
d’une résonance m + 1 : m est:
T8yn = (m + l)Torb. (3.10)
La rencontre ne durant que quelques périodes orbitales (par exemple, ~ 5) cette approximation
permet un gain de temps de calcul d’un facteur 0(m/5) ~ 10 pour m = —43. Ce gain est
encore insuffisant pour pouvoir intégrer le mouvement de plusieurs centaines de particules
pendant plusieurs centaines d’années.
3.1.1. L’Approximation d’impulsion: Développement du uMapping”
Le but de l’approximation d’impulsion est de décrire l’interaction satellite-particule au cours
d’une rencontre comme étant instàntanée. Les éléments orbitaux de la particule subissent,
dans le cadre de cette approximation, une discontinuité. Autrement dit, on applique une
fonction de Dirac à ces éléments lors de chaque rencontre avec le satellite.
Nous appellerons “mapping” la transformation qui fournit les nouveaux éléments or
bitaux de la particule (juste après la rencontre), en fonction des anciens éléments orbitaux
(juste avant la rencontre). Entre deux rencontres, le satellite “disparaît” pour la particule,
et cette dernière poursuit alors une orbite képlérienne, perturbée par l’aplatissement de la
planète (precession du périapse et du nœud) et par des effets dissipatifs. Ces perturbations
sont suffisamment faibles pour induire des variations linéaires des éléments orbitaux de la
particule. Le temps passé au calcul des effets du satellite et des autres perturbations est alors
réduit au minimum.
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Figure (3.2): Comparaison entren]fi3i$ieIifîo3(!le du mapping (carrés reliés par des
lignes) et la solution moyennée (système (2.48)). L’excentricité d’une particule de
l’anneau Adams est portée en fonction du temps. La grande amplitude en excen
tricité est causée par la résonnace de Lindblad horizontale 42:43. Voir le texte pour
plus de détails.
La figure (3.2) schématise notre méthode. Les carrés reliés par la ligne représentent
l’évolution de l’excentricité d’une particule de l’anneau Adams, perturbée par Galatéa de
manière discontinue à chaque rencontre (mapping). Pour simplifier, nous avons supposé pour
l’instant que le satellite et la particule ont des inclinaisons milles, et la particule a été placée
près de la résonance de Lindblad horizontale 42:43. Nous avons également supposé, toujours
par souci de simplification, que les forces non gravitationnelles sont absentes. Ainsi, seul
l’aplatissement de la planète est pris en compte dans ce diagramme, ce qui explique pourquoi
l’excentricité reste constante entre deux rencontres.
La ligne lisse représente la solution du problème moyenné (i.e., du système (2.48)),
avec les mêmes conditions initiales que pour l’intégration avec le mapping. Nous constatons
l’excellent accord entre les deux méthodes. En particulier, l’amplitude de la variation en
excentricité, est bien respectée. Cette amplitude est forcée par la résonance de Lindblad 42:43.
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Nous allons maintenant examiner plus en détails les topologies des différentes résonances, telles
qu’on les obtient avec le mapping et avec les équations moyennées.
En effet, la méthode du mapping ne peut pas se faire sans modifier la nature du
problème étudié. Il faut donc vérifier avec soin si l’approximation d’impulsion ne détruit pas
une partie de la physique qui nous intéresse, et/ou si elle n’introduit pas au contraire des
effets purement artificiels.
Les expressions (3.9) sont les solutions des équations du mouvement (3.7) tel que F = 0.
Observons que les équations du mouvement (3.7) ne sont valables que dans les conditions les
suivantes:
(a) La séparation orbitale de la particule et le satellite doit être petite lorsque comparé au
rayon orbitale, |a* — a* \ <C aj, i.e. hb <C 1.
(b) Les déplacements radial et vertical instantanées de la particule doit être petite par
rapport à la séparation orbitale |a* — a*|, i.e. |p|, |q| <C |6|.
(c) La séparation orbitale |a* — a* | doit être grande devant le rayon de Hill, i.e. 1 <C |6|.
Maintenant nous devons considérer l’application d’une force perturbatrice par rapport
au potentiel de la planète qui est donné par l’expression (3.8) Pour cela nous allons supposer
que les constantes d’intégration 6, pi, P2? <7i, <72 et 'tp ne sont plus vraiment constantes mais que
varient très lentement. En substituant dans les équations du mouvement (3.7) nous obtenons
les expressions suivantes en fonction de la force appliquée (Hasegawa & Nakagawa, 1990):
b — 4* 2Fy
ip = — 2Fx -f- 3tFy
Pi = + Fx sin t + 2Fv cos t
(3.11)
P2 — — Fx cos t -f- 2Fy cos t
<7i = -f- Fz cos t
<72 = + Fz sin t
Pour obtenir les variations des respectives éléments nous devrons intégrer les dernières équa
tions dans le temps depuis — oo jusqu’à +oo:
Api = /+oo
-oo
Fx sin t + 2Fy cos t)dt
Ap2 = /+oo
-oo
Fx sin t + 2Fy cos t)dt
Fz cos tdt
Fz sin tdt
(3.12)
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Tenant en compte que la force perturbatrice F est donnée par (3.8). Etant donné que
r = (x,y,z) nous devons substituer les expressions (3.9) dans (3.8), et ensuite faire un
développement en série de Taylor sur 1/6. Intégrant alors les équations (3.12) nous obtenons:
Api = -
Ap2 = -
9
Fil
-Ri b
Agi = -
Aq2 = -
p2 - - {R4P1P2 - R5Çiq2) + ... ,
Pl + ^ (RePl + Rip\ + -^8^1 + R9Q2) “b ••• 5
<72 — £ {R10P1ÇI2 — RnP2qi) + ... ,
<7l — ^ (Rl2PlÇl — Rl3P2Ç2) + ... ,
(3.13)
où les coefficients Rn sont déterminés à partir des termes contenant des fonctions de Bessel
entières, et sont données par:
jRi = -f 0.74652222466924934525,
Æ3 = + 0.20994172226239384525,
R5 = + 0.03677384128557100283,
R7 = + 1.70478685761309101475,
R9 = + 0.47598596225369440672,
Ru = + 0.14709536514228401132,
Ru = - 0.14709536514228401132.
R2 = + 2.38103619593488938989,
R± = + 3.45574617578971801662,
Re =- 1.85504421158805385302,
(3.14)
Rs = + 0.14886664455233333582,
R10 = + 0.76548408208535891040,
R12 = - 0.29773328910466667164,
Nous obtenons un bon accord avec les valeurs déterminées par Hasegawa & Nakagawa (1990),
à l’exception pour R^R7, et Ru, dont les valeurs données par ces auteurs sont R5 = 0.147,
R7 = 1.73, et Ru — —0.379. Ces différences sont probablement dues à des erreurs de frappe
par ces auteurs, qui rendent incompatibles la valeur numérique de ces constantes et leur
définitions en termes de fonctions de Bessel entières.
Observons que dans le formalisme de Hill, l’intégration pour t/j, de l’équation (3.11b)
est divergente. D’autre part pour obtenir la variation de 6, nous préférons éviter l’intégration
de (3.11a) étant donné qu’il y a une intégrale première connue, qui est la constante de Jacobi.
Elle est donnée dans les variables de Hill par l’expression suivante:
J+P2 + ii+ 92) — - - + 2 (3.15)
3.1.2. Transformations des Eléments Képlériens
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Figure (3.3): Comparaison de la variation des composantes p\ (a) et p2 (b) de
l’excentricité complexe par intégration numérique “exacte” des équations de Hill
(équations (3.7)), et parle mapping (3.9). Noter le changement d’échelle entre (a)
et (b). Voir le texte pour plus de détails.
Pour permettre l’application de ce mapping ainsi développé, nous devons transformer les
éléments képlériens des orbites du satellite et de la particule test dans les variables b, p =
(PI2P2) et q = (çi, q?). En définissant les excentricité et inclinaison complexes pour la particule
(indexée par “p”) et le satellite (indexée par “s”) de la manière suivante:
P*p =ep expirerp)
q* =1* exp(iîîp)
(3.16)
P*=e*exP(^) _
—Il exp(zfîs)
où e* et i* sont les excentricité et inclinaison réelles des orbites, fi et w sont les longitudes du
nœud ascendant et du périapse and i = y/—l est la constante imaginaire. Ainsi nous pouvons
définir les excentricité et inclinaison relatives, et le paramètre d’impact de la particule par
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Figure (3.4): Même chose que la hgure précédente, mais avec les composantes q\
et Ç2 de l’inclinaison complexe. Voir le texte pour plus de détails.
rapport au satellite:
P=-(p;-p:)exP(-ae)
q=^(q^ -q*)exp(“iA')
6=—K-a!)ha.'' p
(3.17)
où Àe est la longitude moyenne des particule et du satellite au moment de la conjonction
(rencontre), a est le demi grand-axe-etr kest le rayon réduit de Hill. En utilisant maintenant
les équations (3.13) nous pouvons alors obtenir les nouvelles valeurs p' et q'. Donc il est
extrêmement facile de calculer les nouvelles excentricité et inclinaison complexes, quand on
connaît les nouvelles excentricité et inclinaison relatives et réduites pr et q' obtenues par le
mapping, (3.13):
p* =hp' exp(zAe) + p*
q* =/iq; exp(zÀe) + q*
En considérant que les éléments orbitaux du satellite ne varient pas pendant la rencontre. La
nouvelle valeur du paramètre d’impact b peut donc être obtenue par moyen de la conservation
de la constante de Jacobi, équation (3.15):
(3.18)
t>'2 = g(p'2 - p2 + q'2 - q2) + >>2 (3.19)
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Ainsi la nouvelle valeur de 6 est telle que la conservation de la constante de Jacobi soit
numériquement garantie, ce qui n’est pas possible si nous avions intégré l’expression (3.11a)
comme nous avons procédé pour les excentricité et inclinaison complexes.
L’application du mapping (3.13) pose cependant plusieurs problèmes. Nous comparons
dans la figure (3.3) l’intégration des équations de Hill perturbées complètes (3.11) avec le
mapping. Lorsque la variation d’un élément donné (par exemple p2) est importante, nous
constatons une bonne précision relative dans le calcul effectué par le mapping. En revanche,
lorsque cette variation est faible (figure (3.3b)), nous voyons que le mapping peut prévoir une
variation nulle, alors que l’intégration des équations de Hill donne une variation non nulle
(noter la différence d’échelle verticale entre les figures (3.3a) et (3.3b)). Cela signifie en fait
que le développement formel (3.13) n’est pas valide. Autrement dit, la précision fournie par les
termes successifs est illusoire. Nous l’avons vérifié en ajoutant des termes en ordre croissant
en 1/6 dans (3.13), sans constater de convergence vers la solution des équations de Hill.
Le même type de remarque s’applique aux variations de l’inclinaison relative, voir la
figure (3.4).
3.1,3. Problème de Symplectidté du Mapping
Un problème plus sérieux est la dégradation des surfaces par le mapping (3.13) dans différents
espaces de phase. Supposons par exemple que nous traitions le problème plan uniquement,
et que nous placions la particule près de la résonance 42:43 avec Galatéa. Alors, le vecteur
excentricité (6,, k), tel qu’il a été défini dans (2.44), doit suivre une trajectoire fermée (aux
termes de haute fréquence près), dont des exemples sont montrés dans la figure (2.2). Au
heu de cela, nous constatons que la trajectoire suivie par les points successifs se rétrécit
régulièrement (figure (3.5)).
Le même problème se pose pour la trajectoire des points près d’une résonance de
corotation verticale (figure (3.6)). Dans ce cas, au heu de reproduire l’espace de phase du
pendule simple (figure (2.1)), la particule gagne de l’énergie orbitale, et donc son demi grand-
axe augmente, malgré la conservation de la constante de Jacobi. Cela détruit la physique
lors de l’étude du cas gravitationnel pur, et il faut donc trouver un moyen de le rendre
symplectique.
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Figure (3.5): Evolution du vecteur excentricité (h,k) (équation 2.44), pour le cas
plan, avec une particule de l’anneau Adams près de la résonance 42:43 avec Galatéa.
Nous comparons le mapping tronqué symplectique (3.22) (courbe fermé) et avec le
mapping complet (3.13) (courbe contractante). Noter la différence d’échelle en h et
k, qui allonge la courbe en “haricot”.
En comparant les équations (3.11) et (3.8), nous pouvons montrer que:
Pi
P2
4i
du_
dp2
dU
dpi
dU_
dq2
(3.20)
dU
où U = —3fr représente le potentiel d’interaction dans le problème de Hill perturbé (i.e.,
dérivant de la force — 3r/r3, équation (3.8)). Cette forme canonique des équations montre
bien que, dans le formalisme de Hill, les perturbations du satellite doivent conserver les aires
dans les espaces {p\,p2) et (qi,q2)-
On peut alors montrer facilement que la condition de symplecticité d’un mapping
(x,y) —> (æ + Ax,y + Ay) est:
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Figure (3.6): Evolution du demi grand-axe d’une particule en fonction de l’angle
critique de résonance de corotation vertical tycv (Eq. (2.27)). L’origine des demi
grands-axes, en km, a été fixé au rayon de la résonance de corotation (défini par la
dernière équation (2.28)). L’intervalle de tycv (0 à 360 degrés) doit alors représenter
un site de corotation. Nous avons ici isolé artificiellement la résonance de corotation
verticale en éloignant la résonance de Lindblad horizontale. La courbe suivie devrait
alors reproduire l’espace des phases du pendule simple (figure 2.1 ). Au heu de cela, la
particule gagne en permanence de l’énergie orbitale (tout en conservant la constante
de Jacobi). Nous constatons également qu’une particule initialement piégée dans le
site ne présente pas cette évolution. L’épaisseur de la trajectoire piégée est due aux
termes de haute fréquence du mapping.
où (x,y) désigne aussi bien (pi,P2) que (91,92)- Les transformations que relient les excentric
ités avant et après la rencontre dans une première approximation peut s’écrire par:
Api = 0
9Æi (3.22)
Comme b varie dans une rencontre, la paire de transformations (3.22) n’est pas symplectique,
à moins que nous fixons le valeur de 6, ce qui est parfaitement raisonable puisque b ne varie
pas beaucoup. Nous appellerons b0 cette valeur fixée. On vérifie alors aisément que pour la
transformation (3.21), P = 0, donc ce mapping est symplectique. Pour la partie verticale, à
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10000 iter. (500 ans)
Figure (3.7): La même particule, placée dans la région de circulation de la figure
(3.6), présente maintenant une trajectoire qui conserve les aires dans l’espace des
phases. Noter la largeur de la trajectoire, due aux termes de haute fréquence du
mapping. Le mapping ainsi transformé devient alors un bon outil pour l’étude
dynamique à long terme.
l’ordre les plus bas, on a:
Aqi =
Aq2 =
9
Mil
9 B
~ K
(3.23)
Notons que A ~ 2.945 et B ~ 1.055 et que les valeurs typiques de b pour les arcs et Galatéa
est de l’ordre de 8. Ainsi nous avons:
P =
AB
"if
(3.24)
Cela montre que le mapping “dilate” dans l’espace (qi,q2) de 1 + AB/b60 ~ 1 4- 9.53 X 10 6,
pour b0 = 8.2958... à chaque interation. Cette dilatation est petite pour une itération, mais
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peut devenir de l’ordre de l’unité au bout de plusieurs dizaines de milliers d’itérations. Nous
posons alors:
Agi = 7^2 + Cqi
B
Ag2 = 77 gi + Dq2
K
Où les deuxièmes termes sont ajoustés de manière à ce que P = 0, avec:
_ A
C<K
„ B
d«k
(3.25)
(3.26)
En posant la condition de symplecticité, équation (3.21), sur les expressions (3.25), nous
obtenons une courbe solution, C -fi D -fi CD -fi AB/b60 = 0, qui relie C et D. Les valeurs de
C et D ne sont donc pas uniques, nous choisirons C = D de sorte à satisfaire les conditions
(3.26):
C = D =~f (3.27)
ou:
i + v/r^T
AB
£ =
b*
(3.28)
où nous rappelons que la valeur de &o est fixé lors de la première application du mapping. Les
transformations utilisées dans les simulations numériques sont donc les expressions (3.22) et
(3.25). Notons que le choix de C de D minimise en fait C et D, par rapport à l’infinité de
solutions possibles. On notera également que (3.26) est bien vérifié.
En reprenant ce nouveau mapping, nous constatons que la trajectoire du vecteur (ù, k)
est maintenant bien fermée (figure (3.5)), et que le demi grand-axe de la particule n’a plus de
dérive systématique près d’une résonance de corotation verticale isolée (figure (3.7)).
3.1.4. Le problème Moyenne et le Mapping
Un dernier type de test que nous avons effectué est de comparer le résultat des équations
moyennées (2.48) et du mapping. Pour cela, nous avons considéré un cas simple, i.e. le
problème plan avec un satellite d’orbite circulaire, près de la résonance de Lindblad horizontale
42:43. Dans la figure (3.8), nous voyons le résultat du mapping (carrés), et la solution des
équations moyennées, qui correspond aux mêmes conditions initiales (courbe continue). Nous
pouvons voir l’excellent accord entre les deux approches.
Nous pouvons généraliser ce type d’étude à plusieurs particules présentant la même
constante de Jacobi que dans la figure (3.8). Le résultat est montré dans la figure (3.9). Nous
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rés) et avec les équations moyennées (2.48) (ligne continue). Les trajectoires du
vecteur excentricité (h,k) sont montrées ici, pour une particule de l’anneau Adams
en résonance 42:43 avec Galatéa. Voir le texte pour plus de détails.
remarquons que les équations moyennées (figure (3.9a)) reproduisent bien l’espace attendu
(voir en particulier la figure (2.2)), et que le mapping génère une topologie tout à fait compa
rable. Nous notons cependant l’apparition d’“ilôts” vers les zones de hautes excentricités. Ces
ilôts apparaissent en fait pour des particules qui sont éloignées de la résonance 42:43. Par ex
emple, les trajectoires les plus externes correspondent à des particules dont le demi grand-axe
est à près de 7 km du rayon de résonance de Lindblad. On verra que la résonance de premier
ordre la plus proche de 42:43, i.e. 41:42, est à environ 23 km (chapitre 5). Une distance de
7 km n’est donc pas négligeable, et des interactions entre résonances sont possibles, ou même
des intercations avec des résonances d’ordre supérieure qui s’intercalent entre des résonances
de premier ordre.
En tout état de cause, il est clair que l’espace des phases des équations moyennées (fig
ure (3.9a)) “oublie” ces interactions, puisqu’elles isolent les termes résonants dans le hamil-
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Figure (3.0): Meme chose que la figure anterieur, mais pour plusieurs particules
ayant la même constante de Jacobi J, de manière à pouvoir observer la topologie
de l’espace des phases. Pour chacune des intégrations réalisées avec le mapping
(b), nous avons intégré les équations moyennées (2.48) avec les mêmes conditions
initiales (a). Nous pouvons observer l’excellent accord dans les topologies obtenues
avec les deux méthodes.
tonien perturbateur. Ces équations ne peuvent donc pas reproduire la richesse topologique
exhibée grâce au mapping (figure (3.9b)).
3.2. Potentiel d’une Planète Aplatie
Un corps céleste ne possède pas une distribution homogène de masse. Ainsi, la densité de masse
doit augmenter à l’intérieur de la planète due à l’augmentation de la pression hydrostatique.
Toutefois, le potentiel gravitationnel $ doit obéir à l’équation de Poisson:
V2$ - 4txGp (3.29)
où V2$ est le laplacien de la fonction 3>, G est la constante de gravitation universelle et p est la
densité volumique de masse. En intégrant cette équation différentielle pour un cas particulier,
où la distribution de masse est axisymétrique autour de l’axe de rotation de la planète, nous
obtenons pour le potentiel gravitationnel, à l’extérieur du corps, l’expression (2.15):
$p = —
GMp
r
1 -
+ oo
Pj{cos 6) (3.30)
Observons que pour une distribution à symétrie sphérique, toutes les valeurs de Jj sont milles.
Quelques valeurs de Jj pour les planètes géantes sont présentées dans la table (3.1). Notons
que les valeurs ne dépassent généralement pas 10~3.
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Planète Masse(Kg') J2 Rayon(Km)
Jupiter 1.90 x 102' (14733 ± 4) x 10~6 71400
Saturne 5.69 x 1026 (16749 ± 18) x 10-6 60000
Uranus 8.67 x 1025 (3352 ± 6) x 10~6 26200
Neptune 1.02 x 1026 (3410 ±5) x 10~6 25225
Table (3.1): Ensemble des paramètres physico-géométriques pour les planètes
géantes. Notons que la valeur de la constante gravitationnelle J2 ne dépasse pas
10"3 (Allen, 1973).
Pour étudier l’évolution dynamique à long terme, nous allons prendre les termes du potentiel
gravitationnel de la planète qui perturbent l’orbite képlérienne seulement jusqu’à l’ordre de
J2:
-+J2 (— GMP (3.31)
Nous utilisons la technique des petites perturbations de Gauss de la moyennisation du potentiel
perturbateur. Nous avons, à partir de l’expression (3.31), le potentiel perturbateur moyenné
sur une période orbitale donné par:
1 f2n
< $J2 > = ^jr J $Ja du (3.32)
où u est l’anomalie moyenne de la particule. Ainsi nous obtenons la variation des éléments
orbitaux:
< à >= < è > = < I >= 0
< n >= -
3 J2 Rp
2 a2(l - e2)
3 J2 Rp
< u> >= + — p
n cos I
2 a2(l - e2)
< M - n >= + -
3 J2 R2P
2 a2(l — e2)
n
n
2 — ^ sin2 I
1 — — sin2 I
(3.33)
Observons que pour obtenir < vj > nous devrons conjuguer les contributions sur < ù > et
< Ù >. Les trois premières expressions de (3.33) impliquent que a, e, et I sont constantes et
que, par conséquent, les seconds membres des trois dernières expressions de (3.33) sont aussi
constantes. Alors les angles fi et u; circulent en variant linéairement dans le temps. Comme le
temps de circulation est de l’ordre de a2 / J2R2p plus grand que la période orbitale, les solutions
de (3.33) sort une simple ellipse qui tourne lentement.
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Observons que due aux effets de la pression de la radiation planétaire le moyen mou
vement de la particule n’est plus donné par l’expression classique, mais par:
n=V^W’ (3-34)
où /3 est le rapport entre les forces de radiation et gravitationnelle entre la particule et la
planète, voir la prochaine section.
Notons que l’aplatissement de la planète affectera aussi bien l’orbite de la particule
que celui d’un satellite. Alors nous devrons compter des expressions toute à fait semblables à
celles de (3.33) pour le satellite:
< à8 >= < kg > = < Ig >= 0
<Ç\g>=- ~
< LO g > = +
3 J2 R2P
< Mg ~ 7lg > + —
2«ï(l-eî)
3 J2
2«î(l-e?)
3 J2 R%
ns cos Ig
2aU1 -e*)
nf
nf
O o
2 sin2 It
2
1 - | sin2 I,
(3.35)
Observons que pour obtenir < vj8 > nous devrons conjuguer les contributions sur < co8 > et
< Qs >. Le moyen mouvement du satellite est alors donné par:
n8 (3.36)
Nous ne prendrons pas en compte les effets des termes en J4 ici. Leur effet principal est de
déplacer de quelques dizaines de mètres les positions des résonances, sans changer la posi
tion relative de ces résonances, donc sans changer la structure dynamique du problème. Au
niveau d’approximation pris ici, ces termes n’apportent donc pas de renseignements physiques
supplémentaires.
3.3. Pression de Radiation
Tout corps à température thermodynamique non nulle émet des radiations électromagnétiques
sous forme de photons. Ces photons transportent non seulement une certaine quantité
d’énergie, mais aussi une certaine quantité de mouvement. Un autre corps de masse m,
dit corps orbitant, qui se déplace à un rayon vecteur S de la source de photons interagira avec
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Figure (3.10): Ilustration montrant l’origine de la pression de radiation classique
(Mignard, 1984).
ce flux de photons en les absorbant et en les diffusant. La force résultante F peut être écrite
en unités de l’interaction gravitationnelle par:
GMm a
F = +/?
S2
s, (3.37)
A
où S est le vecteur unitaire qui donne la direction et le sens de la source vers le corps orbitant,
et (3 est un coeficient non dimensionné qui dépend seulement des caractéristiques physico
géométriques des deux corps, voir figures (3.10) et (3.11).
3.3.1, Source de Radiations: La Planète
Dans le cas particulier où la particule orbite autour de la source (i.e., la source est la planète),
nous pouvons écrire l’équation du mouvement incluant la force perturbatrice due aux radia
tions, de la manière suivante:
dp
dt
GMm * t oGMm 6 G{1 - (3)Mm è
O -f- (j O — iJ
S2 S2 S2
(3.38)
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Figure (3.11): Diagramme log-log montrant le rapport j3 de la pression de radi
ation à l’interaction gravitatibhnelïé. Le rapport entre les modules des deux forces
est représenté, pour quelques matériaux cosmologiques, en fonction du rayon des
particules, en prenant pour source la radiation le Soleil. Notons que pour la plupart
des matériaux, il y a un maximum de (3 pour les particules de taille de l’ordre de 0.1
pm. Des matériaux comme le fer et le graphite peuvent être soufHés par les radia
tions. Dans nos simulations nous utiliserons la courbe correspondante au materiel
idéal (Burns et al., 1979).
Nous voyons ainsi que la particule perçoit une masse centrale équivalente de (1 — /3)M.
Observons que cette expression simple ne prend pas en compte les effets dus à la
réémission anisotropique de radiation, la vitesse de rotation, l’ombre planétaire et les com
plications qui viennent du fait que la source est en rotation, et n’est pas un point pour la
particule. Ces effets sont normalement petits, et seront négligés ici.
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Figure (3.12): Effet de la pression de radiation solaire sur une particule des an
neaux de Neptune. L’ordonnée représente l’excentricité de la particule, et l’abscisse,
l’écart angulaire entre le périapse de la particule et la direction du Soleil. Nous avons
supposé ici que l’aplatissement de la planète est nul, donc il n’y a pas de précession
induite par Neptune. Les courbes sont associées à une valeur de (d due au Soleil
de 0.2777 (taille de particule d’environ 1 pm). Nous concluons que l’influence de
l’étoile peut induire une excentricité forcée suffisamment importante pour que les
particules croisent les orbites des satellites et donc, soient éliminées du système en
quelques dizaines d’années, (a) Cas sans l’effet Poynting-Robertson, (b) cas avec
l’effet Poynting-Robertson, qui contracte lentement la figure pécédente.
3.3.2. Source de Radiations: Le Soleil
L’effet dynamique due à la source solaire qui orbite, de façon apparente, elle aussi autour de
la planète est complètement différente de celui de la planète.
Soit un particule de masse m orbitant la planète à une distance vecteur r, et une
étoile de masse M* dont l’orbite apparente est donnée par le vecteur position R. On suppose
|R| >> |r|). Dans cette approximation nous avons S = —R, et l’expression du vecteur force
dérivé de (3.37) donne le potentiel perturbateur $©, due aux effets de la pression de radiation
solaire (Mignard, 1982 et Hénon & Mignard, 1984):
$o = ±/3<^f^(xSx+ySs + zS,) (3.39)
où S — (Sx, Sy, Sz). Sur une orbite, le vecteur qui donne la position du Soleil varie de manière
négligeable. Ainsi la moyennisation du potentiel sur une orbite est donné par:
< *o >= ± x> Sx(3.40)
Et à partir du potentiel moyenné < $© > nous pouvons obtenir les variations des divers
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Figure (3.13): Même chose que la figure (3.12a), mais incluant l’aplatissement de
la planète. Les positions initiales dans le diagramme sont échelonnées (a) de 0 à 0.1
et (b) de 0 à 0.01 en excentricité et sur 360 degrés par rapport à la direction du soleil
(0 degré). L’aplatissement de la planète induit des précessions assez importantes
sur l’orbite de la particule, de telle sorte que la hgure obtenue auparavant sont com
plètement détruites. Nous voyons facilement en (b) que les particules initialement
sous orbites circulaires ne sont pas excitées à plus de 4 x 10“3 en excentricité.
éléments orbitaux par les expressions suivantes (Hamilton, 1993):
< à >=0
< è >=a'(l — e2)1//2[52;(cosr2sina; + sin fl cos lu cos z) + 5ÿ(sin fl sinu;—
— cos fl cos lu cos i) — Sz cos eu sin i]
. a1 e
< i > = - sin ^ cos w sin z — Sv cos Cl cos lu sinz + Sz cosu; cos z]
(1 — e2)1/2 y 1
. (x’ e
< Cl >=— [Sx sin Cl sin lu — Sv cos Cl sin lu + Sz sin lu cot zl
(1 - e2)1/2 y J
a'(l — e2)1/2 .
< lu >= [5a;(cos Cl cos lu — sin Cl sinu; cos z) + Sy{sin Cl cosu;+
< M — n >= —
+ cos Cl sin lu cos z) -f Sz sin lu sin z]
a’( 1 + e2)
[5a; (cos Cl cos lu — sin Cl sin lu cos z) + 5ÿ(sin Cl cos lu-\-
(3.41)
+ cos Cl sin lu cos z) + Sz sin lu sin z]
où la constante a est le rapport entre la pression de radiation solaire et la force gravitationnelle
de la planète, à un demi grand-axe donné. La valeur de a' est donné par:
2a’ „ M* / a \ 2la _ * / a \
3^ \r) (3.42)
Les expression (3.41) sont complètement tridimensionnelles, et sont valables pour tous les
valeurs d’excentricité et d’inclinaison.
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Figure (3.14): L’effet Poynting-Robertson est une correction relativiste de la pres
sion de radiation. Nous pouvons voir ici l’illustration de l’aberration de la lumière
dans le reférentiel (a) de la particule et (b) d’un observateur qui la voit à vitesse
v. Les rayons incidents sont représentés pour un observateur en mouvement avec
la vitesse v normale a la direction géométrique de la source de radiation (d’après
Burns et al., 1979).
La figure (3.12a) montre que l’excentricité de la particule peut augmenter rapidement
à des valeurs extrêmement grandes. Cela fait de ces particules des croiseurs des orbites des
satellites qui sont autour de la planète, ce qui conduit à leur élimination rapide. Cela pose
alors le problème sur l’existence des anneaux de particules de taille de quelques micromètres
ou submicrométriques. Or l’existence de quatre système d’anneaux indique qu’au moins une
partie importante des anneaux soient stables pour plusieurs centaines de milliers d’années.
Regardons alors l’influence de l’aplatissement de la planète. Dans ce cas, le système
(3.41) n’est plus intégrable. Toutefois il peut être encore utilisé en rajoutant les termes de
précession sur les angle et le moyen mouvement de la particule. Un tel effet détruit la figure
de libration-circulation obtenue auparavant. Les particules ont alors des excentricités induites
non négligeables, mais de valeur assez basse, voir figure (3.13).
3.4. Effet Poynting-Robertson
Le phénomène d’absorption et de réémission des radiations est en fait un effet relativiste. Donc
l’expression de la pression de radiation (3.37) doit en réalité être étudiée aussi en utilisant
les outils relativistes, puisque le corps orbitant se déplace par rapport au corps source (voir
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Burns et al., 1979). Donc, en faisant correctement les corrections relativistes sur l’expression
de la pression de radiation, on obtient:
F = +P
GMm
S2
(3.43)
où v est le vecteur vitesse du corps orbitant par rapport au corps source, et c est la vitesse de
la lumière dans le vide.
Notons que le terme en —v est équivalent à une friction de type Epstein dans un gas,
et que l’intensité de cette friction est entièrement caractérisée par le facteur (3. S’ajoute à
A
cette friction un terme opposé à la vitesse radiale v • S, lui aussi entièrement caractérisé par
(3. Autrement dit, le paramètre (3 sera en fait ce qui définira de manière générique la friction
sur la particule dans nos simulations. La relation entre (3 et la taille de la particule est plus
compliquée à établir, puisqu’elle dépend de la nature chimique du grain, voir figure (3.11).
En supposant que les particules font des excursions radiales assez petites, nous pouvons
considérer que la traîné Poynting-Robertson est bien décrite par l’expression:
F =
GMm v
S2 c‘
(3.44)
Comme cette force est très faible et ne varie pas brutalement au long des orbites successives
des particules appartenant des anneaux, nous pouvons déterminer la contribution en utilisant
les équations de perturbation de Gauss (Burns et al., 1976) et en faisant une moyenne sur une
période orbitale.
3A.1. Source de Radiations: La Planète
Les considérations de la section précédente donne alors les variations du demi grand-axe et
de l’excentricité sur un intervalle de temps At:
. (3GMP At
Aa = —2— — (1 + e)
c a
A QGMpAi
Ae = —4- -e
c a2
Où (3 est le rapport entre la pression de radiation et la force gravitationnelle de la planète sur
la particule.
3A.2. Source de Radiations: Le Soleil
(3.45)
La vitesse à utiliser maintenant est celle de la particule par rapport au Soleil. Elle se
décompose en deux parties, correspondant à la vitesse orbitale de la planète autour du Soleil,
Chapitre 3:74
Figure (3.15): Figure montrant deux particules en collision et montrant quelques
quantités utilisées dans le texte.
et la vitesse autour de la planète elle-même. La contribution du mouvement orbital de la
planète, qui sur des échelles de temps de l’ordre de quelques révolutions orbitales de la partic
ule, est presque constante, et étant déjà une correction relativiste, est donc négligeable. Ainsi,
la contribution à prendre en compte est celle qui est associé à la vitesse orbitale de la particule
autour de la planète. En substituant l’expression de la tramée Poynting-Robert son dans les
expressions de Gauss, et en faisant une moyenne sur une période synodique, nous obtenons:
Aa = -2
/SqGMq at
C u%
a
BqGMq at
Ae = —4
c uzQ
e
(3.46)
Observons que /3q est le rapport entre la pression de radiation et la force gravitationnelle du
Soleil, de masse Mq et à une distance üq, sur la particule.
3.5. Problème des Collisions
Nous allons ici décrire simplement l’influence des collisions entre les particules de l’anneau.
Comme nous ne pouvons pas simuler l’évolution d’un très grand nombre de particules, nous
allons restreindre le problème. Pour cela nous faisons les suppositions suivantes:
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(a) Toutes les collisions auront lieu dans des instants précis et égalemente espacés dans
le temps. Cela permet de limiter le temps nécessaire pour trouver non seulement les
collisions, les particules concernées, mais aussi l’instant précis de la collision. Entre
deux instants de collision, les particules sont transparentes les unes aux autres.
(b) Au moment de la collision, la contribution totale due aux collisions avec les particules
suffisamment proches sera donnée par la somme linéaire des collisions binaires. Ainsi
nous négligerons toutes les collisions ternaires et d’ordre supérieur.
(c) L’existence d’une collision binaire et sa respective contribution dynamique dépendra
seulement de la masse, du coefficient de restitution, des vecteurs distance et vitesse
relative des deux particules. Nous négligerons le couplage éventuel de la rotation
propre des particules avec le mouvement orbital.
Considérons deux particules de l’anneau, dont les masses sont m; et mk et positionnées
en r, et r*, respectivement, qui entrent en collision. En définissant les vecteurs centre de masse
et mouvement relatif, de forme classique suivante:
(m; + mk) Tg = rriiTi + mkTk,
Tr = Tk Tj,
(3.47)
nous pouvons écrire les vecteurs vitesses, par rapport au centre de masse, de la paire (i, k) à
partir des vecteurs vitesses u, et u* dans le système de référence inertiel:
U*i =Ui-Ug
K =U*-11g
mk
mi + mk
mk
mi + mk
(ui -u*)
{VLi-VLk)
(3.48)
Alors il faut définir deux vecteurs unitaires dans le plan de collision, c’est-à-dire qui contient
les deux particules et ses vecteurs vitesses. Un des vecteurs unitaires rr à partir de l’équation
(3.47) donne la direction qui lie les deux particules, de la particule i à k, et l’autre vecteur
unitaire t est dirigé perpendiculairement au premier. L’ensemble des deux vecteurs unitaires
et le vecteur moment cinétique des deux particule par rapport au centre de masse forment
alors un trièdre positif. Alors:
rk ~ Ti
rr =]
r* - Ti
(3.49)
Ainsi nous pouvons décomposer le vecteur vitesse de la particule i avant et après la collision,
de manière à pouvoir le modéliser, de la manière suivante:
n* = « v- rv)rr + (u- • t)t
u- -ug = VL*' = kr(vL* • Îv)rr + kt(\i* • t)t
(3.50)
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où kr et kt sont des coefficients de couplage qui caractérisent la collision. On peut montrer
facilement que la conservation du moment cinétique exige que kt = 1. Autrement dit, les
particules sont parfaitement lisses, et n’ont pas de friction en leur point de contact. Dans ce
cas, le spin des particules est complètement découplé du mouvement général. En revanche, le
coefficient de rebond kr ( — 1 < kr < 1) nous indique comment l’énergie est dissipée lors de la
collision.
Ainsi nous pouvons écrire les vecteurs vitesses finaux:
u -u,• = + vk
VLk-Uk = -
——~(u* - u0 • (r* - r0(r* - r0 + (i - M(u* - u0
F*—r*T
(k± A;r)
Irjfe - tA2
(u* - ui) • (r* - rt-)(r* - rt) + (1 - kt)(nk - u,-)
(3.51)
où i/{ — mi/(rrii + mk) (j = i ou k).
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Résultats Numériques:
Résonances Isolées et Couplage entre Résonances
Pour comprendre comme interagissent les résonances entre elles, nous partons initialement de
l’étude des résonances isolées. Puis nous allons analyser le couplage entre deux résonances,
et nous montrons la complexité de cette interaction. Il faut noter que dans les chapitres 4
et 5 toutes les simulations ont utilisé les données nominales du satellite Galatéa, et pour les
diagrammes les unitées sont mètres pour les distances et degrés pour les angles, sauf indication
en contraire.
4.1. Résonances Isolées
Comme dans le cas réel les résonances se superposent, nous utiliserons les expressions (2.28),
qui donnent les rayons de résonance^.pour les séparer. Pour cela nous ajoutons des mouvements
de précession supplémentaires, arbitraires et artificielles, à ceux du périapse et du nœud. Ainsi
les rayons de résonance sont déplacés d’une quantité quelconque.
4.1.1. Lindblad Horizontale
La résonance de Lindblad horizontale est la plus simple à obtenir. Il sufit de choisir un
satellite possédant une orbite circulaire et non inclinée par rapport au plan de Laplace (ici
nous considérons ce plan comme étant le plan équatorial) de la planète.
L’évolution des éléments orbitaux des particules pour les cas gravitationnel pur est
extrêmement simple. Le demi grand-axe et l’excentricité oscillent entre deux valeurs. Cela
est dû à la conservation de la constante de Jacobi. Les équations (2.57) décrivent très bien ce
mouvement.
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Figure (4.1): L’évolution dynamique d’une particule dont l’orbite d’excentricité
initiale 0.001. Cette particule dont le rayon est lpm est soumise aux effets dissipatifs
de la traîné Poynting-Robertson. L’effet dissipatif enlève de l’énergie orbitale, in
duisant la décroisance du demi grand-axe jusqu’à ce que la particule arrive au rayon
de résonance (ici pour la résonance 42:43). Là, soit la particule traverse la résonance,
soit elle est piégée. Le piégeage produit une couplage entre le satellite et la par
ticule, tel que le satellite fournit de l’énergie, empêchant ainsi la chute de la par
ticule. Toutefois, un effet secondaire est l’augmentation de l’excentricité. Lorsque
l’excentricité ainsi induite oblige la particule à croiser soit l’orbite de l’anneau soit
du satellite, elle sera éhminée la collision.
L’inclusion des effets dissipatifs change complètement la simplicité du problème. L’effet
Poynting-Robertson induit alors une perte d’énergie orbitale et donc du demi grand-axe. Ainsi
une particule même loin à l’extérieur d’une résonance va s’approcher grauellement. Une autre
caractéristique de l’effet Poynting-Robertson est la diminution du valeur de l’excentricité.
Cela revient à circulariser l’orbite de la particule.
L’approche de la résonance de Lindblad a des conséquences variées (figure (4.1)). Le
demi grand-axe devient, en moyenne, constant. Cela est due au transfert d’énergie par le
satelhte. Un effet présent aussi est l’augmentation de l’excentricité de la particule test, puisque
l’énergie transférée par le satellite n’est pas seulement utilisée pour contrecarrer la diminution
du demi grand-axe. L’excentricité de la particule, en augmentant constamment, induit alors
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Figure (4.2): La même simulation que la figure precedente mais avec un autre
longitude initiale du periapse. Alors cette particule n’est pas piégée que dans la
résonance suivante (43:44). Ainsi le couplage pour le transfert d’énergie avec le
satellite n’est pas maintenue et son demi grand axe peut continuer à diminuer. La
configuration a été tel que la particule a perdue de l’excentricité lors du passage.
des excursions radiales à chaque fois plus importantes, jusqu’à atteindre l’orbite du satellite,
avec collision et élimination.
Pour comprendre le phénomène en question, il est convenable de se placer dans un
repère adéquate, qui dans ce cas est celui de l’espace du vecteur excentricité. Lorsque la
paticule est encore loin de la résonance, l’évolution de ce vecteur est une circulation centrée
sur l’origine. Lorsque la particule s’approche du rayon résonant, cette circulation n’est plus
centrée sur l’origine, mais sur un point que se déplace, dans la figure (4.3), soit vers la gauche
soit vers la droite. La direction est caractérisée par un satellite dont l’orbite est à l’intérieur
ou à l’extérieur, respectivement, à celle de la particule test. Nous supposons que le satellite
est toujours intérieur.
A cause des effets dissipatifs le point de fibration stable L, figure (4.4), se déplace vers
des valeurs de plus grande d’excentricité. A un certain moment, l’espace des phases change
de topologie, et ce point-là devient centre d’une fibration. Une autre région de circulation se
forme alors, et de fient rapidement centrée sur l’origine.
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Figure (4.3): La simulation de la figure (4.1 ) observé dans l’espace des phases du
vecteur excentricité. Cela permet alors de comprendre le mécanisme de piégeage
dans la résonance de Lindblad. Dans ce diagramme, lorsque la particule est dans
le demi plan inferieur le satellite fournit de l’énergie à la particule. De manière
inverse lorsqu’elle est dans le demi plan supérieur le satellite enlève de l’énergie.
Si la particule est obligé a rester plus de temps dans le demi plan inferieur que
dans le supérieur, alors la particule gagne systemetiquement de l’énergie de manière
que son demi grand axe reste constante. Elle reste plus de temps parce qu’ici la
particule suit les trajectoires en libration. Due à la perte d’énergie totale du système
particule-satellite' causé par la traîné Poynting-Robertson, cette figure de libration
se déplacé vers la gauche. La particule suit les flèches.
Nous pouvons distinguer trois régions de l’espace des phases. La plus extérieure est la
région de circulation extérieure, et la plus interne est la circulation interne. L’autre région est
celle de libration. Une fois que la particule test se place dans la région de libration, et son centre
se déplace constamment vers la gauche, l’excentricité moyenne augmente constamment. Cette
effet qui est observé dans la figure (4.4). Nous pouvons aussi constater que la particule reste
plus de temps dans le demi espace inférieur. Cela a pour conséquence un bilan de transfert
d’énergie du satellite vers la particule, contrebalançant la diminution du demi grand-axe de
la particule.
Le changement de l’espace de phase est bien visible dans une simulation présentée dans
la figure (4.5). Chaque pose est un instantané de l’espace de phase tangent pour quelques
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Figure (4.4): La même chose que la figure (4.3) mais pour La simulation de la
figure (4.2). La particule n ’est pas piégée dans la première résonance parce qu ’elle ne
suit pas les trajectoires en libration mais si celle de la région de circulation intérieure,
voir aussi la figure (2.2b). Après lorsqu’elle s’approche de l’autre résonance elle est
piégée de manière tout à fait semblable.
particules non soumises aux effets dissipatifs. Observons que le changement de topologie est
extrêmement rapide par rapport au mouvement de libration de la particule.
Examinons maintenant l’évolution de deux particules, une qui est piégée et l’autre
qui ne l’est pas. Ce que différencie les deux évolutions est que pour la particule piégée, sa
trajectoire dans l’espace de phase se fait autour de la région de libration, alors que la particule
qui ne l’est pas suit dans la circulation intérieure. Donc, si nous distribuons une nuage de
particules test, une partie peut être capturée et l’autre non. Cela va dépendre évidemnent
des conditions initiales au moment du changement de topologie de l’espace.
4.1.2. Corotation Horizontale
Nous avons vu que le bon espace de phase pour l’étude des corotations était celui formé, en
abscisses, par le demi grand-axe, a et en ordonnées par l’argument critique On peut
également porter la longitude de la particule, dans un repère tournant avec le potentiel de
corotation du satellite. Ceci permet de voir de manière claire la migration de particules d’un
site à l’autre.
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Figure (4.5): Il est présenté ici des espaces (des phases) conservatif tangent pour
l’évolution dynamique d’une particule qui suit une évolution analogue à celle de la
figure (4.1 ). Les quantités portés sont (h,k) (voir section 2.3.3). Nous pouvons voir
ici le changement rapide de la topologie dû à la traîné Poynting-Robertson (Lazzaro
et al., 1993).
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Figure (4.6): Figure montrant le demi grand-axe en fonction de la longitude
moyenne, porté dans le repère tournant avec les sites de corotation horizontal en
présence de l’effet Poynting-Robertson. Le taux de précession du périapse du satel
lite a été modifié artificiellement pour bien séparer les deux résonances.
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En rajoutant les effets dissipatifs, nous constatons que les particules situées dans la
partie inférieure de l’espace s’en vont rapidement. Celles qui se situent au dessus des sites de
corotation sont ramenées dans la direction du site. Quelques unes traverseront alors la région
proche du point hyperbolique, en s’échappant, et quelques d’autres entreront dans les sites
eux-mêmes. Notons que certaines particules qui ont échappé aux sites de corotation ont été
piégées dans la résonance de Lindblad.
4.2. Le couplage entre les Résonances
Les interactions entre les résonances sont très compliquées. Ainsi nous analyserons initiale
ment le couplage entre deux résonances seulement dans le cas gravitationnel pur. Nous nous
limiterons à l’étude des interactions des résonances de corotation avec la résonance de Lindblad
horizontale.
4.2.1. Résonances de Lindblad et Corotation Horizontales
Le cas le plus simple est celui des deux résonances horizontales. Considérons que le satellite
et les particules se trouvent dans le plan de Laplace, ainsi les résonances verticales n’ont pas
heu.
Plaçons initialement la résonance de corotation horizontale suffisamment loin pour que
les effets de la résonance de Lindblad soient minimes. Nous approchons alors lentement les
rayons de résonances en diminuant la précession arbitraire associée à la longitude du périapse
du satellite.
Nous pouvons constater le changement de la figure de libration de la corotation verti
cale, dû au couplage avec la résonance de Lindblad à chaque fois plus intense. Et l’évolution
de la longitude, dans un repère tournant avec les sites de corotation.
D’autre part, si nous approchons la résonance de corotation de celle de Lindblad par
le bas, nous pouvons observer des effets toute à fait semblables, mais apparemment plus
rapidement perturbés.
4.2.2. Lindblad Horizontale et Corotation Verticale
Nous pouvons voir que le mouvement de libration dans la résonance de corotation verticale
est de plus en plus perturbé quand les deux résonances sont approchées. Pour les valeurs
nominales des taux de précession, c’est-à-dire en éliminant toute précession artificielle, nous
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Figure (4.7): Trajectoire du centre de l’épicycle d’une particule en fonction de
l’angle critique de corotation horizontale ^ch- La résonance de Lindblad 42:43
se trouve à 0 et l’échelle est en mètres. On a ensuite arbitrairement éloigné la
résonance de corotation en modifiant la précession du périapse du satellite. Nous
voyons la perturbation progressive du mouvement de quatre particules à mesure que
les résonances sont approchées.
obtenons la bande du bas de la figure (4.8), donc la destruction apparente de tout site de
corotation.
Cependant, on peut choisir des conditions initiales telles que la particule soit effec-
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comparaison corotation vertical et lindblad horizontale
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Figure (4.8): Même chose que la figure (4.7), mais avec la résonance de corota
tion verticale. L’abcisse est maintenant l’angle critique de corotation verticale 4/cv.
Les sites de corotation verticales sont fortement perturbées par la proximité de la
résonance de Lindblad.
tivement piégée dans des sites de corotation, figure (4.9). On peut résoudre ce paradoxe en
revenant aux équations moyennées (2.48). Rappelons que nous avons supprimé ici la résonance
de Lindblad verticale en l’éloignant suffisamment. Nous avons donc maintenant u = v = 0
dans (2.48).
La constante du mouvement est alors:
2 2
C = ~~ 2 — jp— + £ih + svI2 cos(Vcv) (4-1)
Qmz 2
et les équations du mouvement moyennées deviennent:
X = +6m2evI2 sin(4>Cî;) + Zm2 eik
ÿCv = +2X
(4-2)
h = ~{x + jp)k
k =+{x + jp)h~£i
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Figure (4.9): Nous portons la longitude dans le repère lie à la résonance de coro
tation verticale (sans Rajout d’une precession arbitraire). Les tracées indiquent les
positions azimutales des points hyperboliques. Nous pouvons constater alors qu’en
dépit de la perturbation produite par la présence de Lindblad horizontale, les sites
de corotation sont capables de mantenir des particules capturées. Cela indique que
les sites de corotation ne sont pas réelement détruits. Il faut remarquer que la par
ticule reste la plus part du temps sur cette région donant alors un pic de densité sur
la séparatrice.
Nous pouvons fixer alors C et effetuer des surfaces de section correspondant à h = 0 et k < 0,
pour différentes particules. Un résultat typique est montré dans la figure (4.10). En fait, nous
voyons que dans le problème moyenné, l’interaction des résonances de corotation verticale et
de Lindblad horizontale ne détruit pas le site de corotation, mais le déforme fortement, tout
en conservant sa topologie.
Il est importante de se rappeler que cette surface de section ne représente pas les
trajectoires effetivement suivies par les particules. Plutôt, il s’agit de la position du centre de
l’épicycle à un moment bien précis (h = 0). Le mouvement réel du centre de l’épicycle est en
fait plus compliqué. Un exemple en est donné dans la figure (5.9), où le problème complet
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moyenne. Il est porté, dans le diagrame, la position de la particule au moment qu ’elle
aie h=0 et que son argument critique soit croisante.
(i.e., avec toutes les résonances en jeu) est traité. La figure (4.10) montre en fait que le site de
corotation peut être déplacé de près d’un kilomètre et demi par rapport à la position prévue
(Aa = 0 dans la figure (4.10)). L’amplitude totale du mouvement du centre de l’épicycle peut
donc atteindre près de 2 Km, comme le montre la figure (5.9).
Nous remarquons enfin que la figure (4.10) semble indiquer que le mouvement obtenu
avec les équations moyennées est régulier (i.e., quasi périodique). La figure (4.9) au contraire,
obtenu avec le mapping, et donc avec des termes à hautes fréquences, indique un mouvement
chaotique d’un site à l’autre. Ce point sera repris plus en détails dans le chapitre suivant, en
étudiant l’effet des trois résonances simultannées.
Chapitre 5
Résultats Numériques:
Arcs de l’Anneau Adams
Dans ce chapitre, nous analysons le couplage entre trois les résonances de moyen mouvement,
à savoir, Lindblad horizontal et vertical, et Corotation verticale et nous l’appliquons à l’étude
de la stabilité des arcs dans l’anneau Adams. Nous utiliserons les données caractéristiques
des orbites du satellite Galatéa et de l’anneau Adams dans nos simulations. Les images
Voyager 2 ont montré que Galatéa possède une orbite d’inclinaison non nulle (0.0544°) et pos
siblement une excentricité (0.120±0.149xl0~3) (Owen et al., 1991). Nous considérerons que
l’excentricité de ce satellite est nulle, ce qui supprime la résonance de corotation horizontale.
Aussi bien les particules que le satellite sont soumis à l’effet perturbateur de l’aplatisement
de Neptune, tel qu’il a été défini dans la section (3.2).
Nous allons étudier ici le cas gravitationnel pur, puis l’influence de l’effet Poynting-
Robertson, puis celui de la pression de radiation. Enfin nous étudierons l’effet des collisions
entre grosses particules avant de conclure sur un modèle pour l’origine des arcs de Neptune.
Les positions des résonances, calculées grâce aux conditions (2.28) et à la valeur du
coefficient J2, sont montrées dans la figure (5.1). Nous voyons que les résonances m : m-j- 1 se
regroupent par paquets, associés à un m donné, distants radialement de ~23 Km au niveau de
l’anneau Adams. La figure (5.1b) montre que la résonance de Lindblad horizontale se produit
environ 1.7 Km en-dessous des résonances verticales. Ces dernières (Lindblad et corotation)
sont elles-mêmes distantes d’à peine ~35 mètres.
5.1. Simulations avec une Particule
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Figure (5.1): En (a) nous montrons la distance entre les “paquets” de résonances
m : m + 1 (i.e. en variant la valeur de m). En (b) nous présentons les positions
radiales des trois résonances étudiées dans ce chapitre. Nous avons superposé les
solutions pour les positions radiales possibles des arcs obtenues par Nicholson et al.
(1990), ainsi que trois points représentant des conditions initiales utilisées dans la
plupart des simulations au cours de ce chapitre.
Considérons 3 simulations avec des conditions initiales légèrement différents: les orbites ini
tiales des particules sont circulaires et dans le plan de Laplace. Le demi grand-axe est placé
à 700 m au-dessous du rayon de corotation verticale. La différence entre les trois simulations
réside dans leurs positions azimutales initiales, voir les points 1, 2, et 3 sur la figure (5.1). Le
choix de 700 m au-dessous du rayon de corotation prévu est dû à la déformation engendrée
par la résonance de Lindblad horizontale, effet qui a été étudié dans la dernière section du
chapitre précèdent, et qui est illustré dans la figure (4.10).
5.1.1. Cas Gravitationnel Pur
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Cas gravitationnel pur 1 particule (0.0, 0.5 et 2.0)
Instant du temps [années terrestres]
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Figure (5.2): Cas gravitationnel pur. L’évolution temporelle des trois particules
de la figure précédente est présentée (les conditons initiales sont décrites dans le
texte). Nous portons en ordonnées la longitude de la particule, dans un repère qui
tourne avec la résonance de corotation, i.e. à la vitesse angulaire moyenne d’un arc
donné. L’abscisse représente le temps en années. La particule placé initialement
proche du centrejde libration y reste. Par contre les deux autres changent de site.
La caractéristique la plus frappante est une période d’envrion 30-40 ans, présente
aussi bien pour les particules que migrent que pour celle qui reste piégée.
Considérons le cas gravitationnel pur, prenant en compte les perturbations du satellite et
l’aplatissement de la planète.
Les particules placées profondément à l’intérieur des sites de corotation y restent sur
une échelle de temps supérieure à plusieurs milliers d’années (particule 3).
En revanche, les particules placées dans une bande au bord du site de corotation
migrent entre les plusieurs sites, comme nous pouvons voir dans la figure (5.2) (particules 1
et 2). Considérons l’évolution temporelle de la longitude dans le repère qui tourne avec la
corotation verticale, c’est-à-dire avec les sites de corotation. Une caractéristique frappante
est une période bien délimitée d’environ 40 ans. Cette période est aussi facilement observable
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Figure (5.3): Nous portons révolutions temporelle de (a) l’inclinaison de la par
ticule 1 par rapport à l’orbite du satellite et (b) l’évolution de la longitude dans le
repère tournant avec les sites de corotation pour cette particule. Nous pouvons alors
voir clairement que les migrations d’un site à l’autre sont associées à un minima de
l’inclinaison relative montrée dans (a). Comme la largeur d’un site de corotation
est fonction de l’inclinaison relative entre la particule et le satellite, au moment où
l’inclinaison est minimale, la particule qui était auparavant dans le site passe sur
des trajectoires circulantes et non plus librantes. Ensuite l’inclinaison recommence
à augmenter, et la particule suit des trajectoires en libration. Comme l’inclinaison
oscille périodiquement, les particules qui se placent plus au bord du site suivront
ainsi périodiquement des trajectoires circulantes jusqu’à être piégées à nouveau.
pour les particules qui ne migrent pas d’un à autre site à ce moment-là.
Comment expliquer ce phénomène? Examinons l’évolution de l’inclinaison relative, Ir,
à l’orbite du satellite, voir figure (5.3). Cette inclinaison relative est donné par la différence
des vecteurs inclinaisons de la particule, et du satellite, soit Ir = |q* — q*| (c.f., équation
(3.16)). Ir représente donc l’inclinaison de l’orbite de la particule par rapport au plan orbital
instantané du satellite. Nous retrouvons la même période caractéristique et les changements
de sites ont fieu au moment du passage de l’inclinaison relative est minimale.
Intuitivement, la largeur d’un site de corotation dépend en fait de l’inclinaison relative
entre le satellite et la particule. Or, cette inclinaison est modulée par le fait que le nœud du
satellite et le nœud de la particule précessent à des taux très voisins, mais différents. On peut
calculer facilement cette différence:
Ù8 — Ù = —-J2 (—— ^ n8 — -J2 (—^n ~ 7.55 x 10~9 sec-1, (5-1)
2 \ a8 J 2 V a J
correspondant à une période de ~ 26.4 ans. Cette précession différentielle est dominée par
l’aplatissement de la planète, et non pas par l’action du satellite. Une telle modulation permet
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Figure (5.4): En (a) les trajectoires du vecteur inclinaison u et v dans les cas
d’une résonance de Lindblad verticale isolée (voit figure (2.3)). En (b) la trajectoire
du vecteur inclinaison relatif U = u — u8 et V = v — v8 de la particule 1 est montrée,
dans le cas où les trois résonances interagissent. La lente modulation discutée dans
le texte (voir l’équation (5.5)) permet le basculement éventuel d’une trajectoire en
banane de 180 degrés, et donc la migration d’un site de libration à l’autre tous les
~30-40 ans.
de faire varier la largeur des sites de corotation, et donc expliquer la possibilité périodique
pour la particule de migrer d’un site à l’autre. Plus quantitativement, on se rappelle que
(équation (2.49)):
C=Ù~jpY+ ev[U2 (5.2)
est une constante du mouvement, où U = u — I8 cos(f&cv/2) et V = v — I8 sin(¥ct,/2) sont les
coordonnées du vecteur inclinaison de la particule relatif au satellite, donc I2 = U2 + V2.
Les termes e2 et h varient sur des périodes typiques de moins d’une année (équation
(2.77)), alors que les autres termes varient sur des périodes de plusieurs années. Nous
négligerons pour cette discussion'les termes à plus haute fréquence en e2 et h. D’autre part,
on peut écrire:
U + I8 cos F + /.sin(îp)t2 2,21 = U + V (5.3)
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pour obtenir facilement:
c= + V2) +y) - in cos(n - n.) (5.4)
En prenant par exemple Ir <C /*, et en définissant l’angle par U = Ir cos(^/2), V" =
Ir sin(^/2), on a :
C + jnII8 COs(H - 0*) = —J + cosW (5.5)
Si jn = 0, donc s’il n’y a pas de précession différentielle entre la particule et le satellite, on ob
tient exactement les figures de libration du pendule simple. Le terme en cos(0 — module en
fait lentement (sur une période de l’ordre de 30 ans) la valeur de C. Cette lente modulation de
C peut alors permettre à la particule de traverser la séparatrice, et éventuellement, de migrer
d’un site à l’autre. Physiquement, on peut imaginer un pendule simple près d’une séparatrice,
dont la longueur de fil serait modifiée lentement par rapport à la période d’oscillation du
pendule.
Dans l’espace de phase de l’inclinaison relative, nous voyons les basculements successifs
d’une région de libration à l’autre dans la figure (5.4).
5.1.2. Pression de Radiation Solaire et Effet Poynting-Robertson
Les effets dynamiques dus à la pression de radiation solaire sont cruciaux pour la stabilité des
petites particules (de l’ordre du micron) placées dans les sites de corotation. Le changement
d’excentricité oblige la particule à augmenter l’amplitude de son mouvement dans le site, et a
s’approcher des régions périphériques. A ce moment-là les particules peuvent échapper du site.
Par contre, pour les particules plus grandes que 50 /xm, la perturbation solaire est négligeable
pour des échelles de temps de l’ordre de la centaine d’années.
En observant la figure (5.5), nous notons que les particules de l’ordre de quelques fim ou
moins sont rapidement enlevées des sites de corotation. Les particules qui se sont échappées
tombent sur la résonance de Lindblad horizontale par effet Poynting-Robertson. Toutefois elles
restent proches des rayons résonants présents dans la région, en particulier, elles restent entre
la résonance de corotation verticale et la résonance de Lindblad horizontale. Les particules
forment alors un anneau continu qui commence à s’élargir par le pompage d’excentricité. La
pression de radiation solaire ne produit plus de conséquences dynamiques lorsque les particules
sont plus grandes que quelques centaines de /im, voir la figure (5.6).
En vérifiant l’excentricité des particules, nous constatons que celles de 1/zm sont rapi
dement excitées sur des excursions radiales de l’ordre de 250 Km, ce qui implique une rapide
élimination. Les particules de taille plus grande, par exemple celle de 50 /xm, n’ont pas de
mouvement aussi importants, et leur excursion radiale se limite à moins de 60 Km.
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Figure (5.5): Les conséquences dynamiques de la pression de radiation solaire sur
quelques particules dont les rayons sont: (a) 1.0 pm, (b) 10 pm, (c) 50 pm et (d) 100
pm. Les conditions initiales sont celles de la particule 3. L’axe verticale représente
la longitude moyenne porté dans un repère tournant avec les sites de corotation
verticale, et l’axe horizontal est le temps en années. La pression de radiation solaire
induit des forçages sur les longitudes du périapse et du nœud. Ainsi, la particule
approche le bord du site, même en étant initialement placée proche du centre de
Hbration. Ensuite la particule peut échapper du site et être piégée à nouveau dans un
autre site plus loin. Notons que les particules plus petites que 5 pm sont rapidement
éhminées des sites de corotation.
5.2. Simulations avec N particules
Les simulations présentées comme exemples dans cette partie ont pour conditions initiales
celles de la section précédente. La différence réside dans l’ajout de 104 particules qui ont une
dispersion de vitesse entre 0 et 10 mm/s autour de chaque particule (1, 2 et 3) de la section
précédente. En ajoutant cette dispersion de vitesse aux particules, nous sommes donc en train
de simuler la distribution de poussière résiduelle après une collision entre deux corps, dont le
corps parent a les éléments orbitaux de la particule “guide”.
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Figure (5.6): Evolution de la particule de la ligure (5.5a). L’axe vertical est le demi
grand-axe de la particule, compté en mètres à partir de la résonance de corotation
verticale. L’axe horizontal est la longitude moyenne dans un repère qui tourne avec
la résonance, (a) Intervalle de temps entre 0 et 35 ans. Bien que la particule ait
échappé au site de corotation très rapidement, la particule de lpm reste proche du
rayon résonant. Cela permet à la particule d’être presque capturée plusieur fois,
jusqu’à ce qu’elle soit injectée vers le bas. (b) Intervalle de temps entre 130 et 250
ans. La particule été capturée dans la résonance de Lindblad horizontale.
Suivons les mêmes séquence d’étude qu’auparavant. Les particules dispersées proches
du centre du site de corotation y restent comme précédemment pour des temps supérieurs
au millier d’années. Il faut noter qu’avec le temps, les particules commencent à remplir
complètement le site dû au mouvement différentiel entre les particules.
A mesure que nous éloignons la particule guide du centre instantané du site de coro
tation, nous observons qu’à un certain moment une partie du nuage initial peut migrer entre
plusieurs sites autour^de la planète. Ainsi nous pouvons voir facilement une structure az-
imutalement confinée dans un anneau de particules qui migrent périodiquement et de façon
constante. L’inclinaison relative induite sur les particules qui restent piégées temporairement
se situe toujours autour de 0.04° par rapport à l’orbite du satellite.
Si nous continuons à placer le nuage de particules plus loin encore du centre instantané
de libration, la fraction de particules migrantes est encore plus grande. En observant des
images prises régulièrement de la densité de particules par segment azimutal, nous pouvons
constater occasionellement de fortes concentrations sur la ligne de séparation entre deux sites
de corotation. Ceci est caractéristique de l’arc Egalité, centré sur la séparatrice entre deux
sites continus, voir figures (5.13) et (5.14). Dans les simulations, nous pouvons facilement
constater que la résonance de Lindblad horizontale induit des mouvements horizontaux dont
l’amplitude moyenne est de l’ordre de 30-40 Km (Porco, 1991). Nous pouvons aussi voir que
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Figure (5.7): Avec la même définition des axes de la figure précédente, nous pou
vons voir l’évolution de la particule de 50pm de rayon de la figure (5.5c), pour
l’intervalle de 0 à 245 ans. Nous pouvons associer facilement les structures tempo
rairement stables à la figure indiquée.
l’excentricité reste comprise entre 0 et 8xl0“4, ce qui signifie une excursion radiale maximale
d’environ 50 Km.
5.3. Collisions entre les Particules
Pour estimer la fréquence de collisions dans un site de corotation, nous devons considérer la
fraction de surface projetée occupé par les particules dans l’espace disponible dans le site.
Supposons qu’il y ait N particules de rayon r dans le site de corotation verticale qui fait
autour de 4000 Km (4° de long) et en admettant une excursion radiale d’à peu près 40 Km.
Nous obtenons alors une épaisseur optique:
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Figure (5.8): Un nuage de 10000 particules a été ajouté autour de la particule 3,
avec des vitesses initiales légèrement différentes par rapport à cette dernière (voir
texte). Après 500 ans, et dans la cas gravitationnel pur, nous pouvons constater
que toutes les particules restent fortement piégées, (a) Histogramme de la densité
de particules en fonction de la longitude dans une repère tournant avec les sites
de corotation, et (b) la position radiale réelle des particules dans le même repère
(distances en mètres).
où l’unité de r est donné en Kilomètres. Considérons r = 0.1 Km et N = 10000, donc
r ~ 2 x 10-3. Ainsi le nombre total de collisions des N particules par période synodique sera
donné par N x 8 x 10“2/2 ~ 400.
La figure (5.15) montre le nombre total de collisions par période synodique en fonction
du rayon de la particule et en fonction du temps. Numériquement nous observons un nombre
plus petit qu’estimé. Cela est dû à deux facteurs.
(a) La méthode de recherche des collisions. La recherche des collisions se fait à des instants
précis de temps. Ainsi les colfisibns qui auraient pu se produire, même juste avant, ou
juste après, sont ignorées. Par exemple, deux particules dont la distance est beaucoup
plus petite que le diamètre, mais qui sont en train de s’éloigner ne sont pas comptées.
(b) Le mouvement corrélé. L’éstimation du nombre de collisions a été faite en supposant
que les vecteurs vitesse dans le site de corotation sont distribués au hasard. En réalité,
ces mouvements sont proches, et les particules ont tendance à se déplacer de concert.
Nous pouvons constater que les collisions sont capables d’éjecter les particules de
\
l’intérieur d’un site de corotation. Cependant, ces éjections ne sont pas catastrophiques pour
la stabilité d’un arc. Comme nous pouvons constater dans la figure (5.16), les collisions
n’enlèvent que très peu de grosses particules du site de corotation sur une échelle d’un an.
Même après 10 ans, figure (5.17), la fraction des particules éjectées est petite par rapport au
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Figure (5.9): Des particules (nuage autour de la particule 2), placées initialement
proches au bord du site de corotation verticale, après 400 ans de évolution. En (a)
est donnée la position radiale dans un repère tournant avec la corotation verticale,
en (b) est porté le demi grand-axe, en (c) Vhistogramme de la densité du nombre de
particules et en (d) l’incUnaison relative en fonction de la longitude dans un repère
tournant avec les sites de corotation.
nombre initial. Ce que permet de voir nettement un site plus dense immergé dans un anneau
continu en formation.
5.4. Discussion
L’un des nombreux problèmes qui se posent encore à propos des arcs est la durée de vie
des structures observées. Les calculs des effets perturbatifs associés et du taux d’érosion dû
au bombardement météoritique, montrent que la matière circumplanétaire a pu difficilement
survivre des âges comparables à celle du Système Solaire (Borderies, Goldreich and Tremaine,
1984, Goldreich et Porco, 1987, Colwell, 1989). Il est encore trop tôt pour pouvoir écrire
l’histoire des anneaux de Neptune. Cependant, nous pouvons imaginer des scénarios qui
permettrent de laisser subsister des arcs autour des planètes malgré le passage des ans.
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Figure (5.10): Même chose que la figure (5.9) mais après 450 ans de simulation.
Les arcs de Neptune ne représentent en masse, et au grand maximum, qu’un corps
de un kilomètre de diamètre (Sicardy et Lissauer, 1992). Ce n’est donc pas la quantité de
matière disponible autour de la planète qui fait défaut pour former des anneaux. Par exemple,
l’ensemble des six petit satellites de Neptune pourrait fournir de dizaines de millions d’anneaux
tels que Adams. Il n’y a en fait aucune raison que des milliers de corps plus petits n’existent
pas entre ces satellites ou près des anneaux. Ces petits corps seront donc invisibles sur les
images des sondes. La rupture d’une de ces petites lunes par impact météoritique, ou même
par collision avec une autre lune, pourrait ainsi créer de spectaculaires anneaux (Colwell, 1989,
Colwell et Esposito, 1990).
Nous avons vu que l’évolution dynamique de l’anneau Adams est étroitement associée
au satellite Galatéa. Ainsi, seules les particules qui se trouvaient près de la résonance de
corotation ont pu survivre en étant “protégées” par cette dernière, alors que les particules
situées à quelques kilomètres à peine de là ont pu s’échapper, et finalement entrer en collision
avec Galatéa. Un exemple de telle structure est donné dans la figure (5.18), où 6 collisions
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Figure (5.11): Même chose que la figure (5.9) mais après 500 ans de simulation.
entre grosses particules ont libéré des nuages de poussière près des sites de corotation, sur
une période de temps totale de 500 ans. Les instants de ces collisions ont été choisis de telle
manière à reproduire grossièrement le profil des arcs (voir figures (1.3) et (1.4)). En ce sens,
la figure (5.18) ne doit pas être vue comme une explication définitive des arcs de Neptune.
Cependant, il est intéressant de noter que des collisions espacées dans le temps, combinées
aux effets résonants à long terme de Galatéa, permettent de reproduire la structure globale
et détaillée des arcs (et en particulier un arc qui déborde largement un site de corotation et
qui ressemble donc à Fraternité).
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Figure (5.12): Nous présentons une séquence d’images prises à 2 heures d’inter
valle. L’intervalle total présenté correspond à peu près une période orbitale des par
ticules. Cette séquence commence à partir de la ligure (5.11 a), a 500 ans d’évolution
pour le nuage associé à la particule 2. L’axe vertical est la distance radiale vraie (en
mètres ) à partir du rayon résonant de la corotation verticale. Nous pouvons facile
ment voir l’évolution temporelle du mouvement radial de l’anneau dû à présence
du satellite Galatéa. Notons que la perturbation sinusoïdale forcée par le satellite
avance à la même vitesse angulaire que ce dernier
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Figure (5.13): Des particules (nuage autour de la particule 1), placées initialement
au bord du site de corotation verticale, après 200 ans d’évolution. En (a) est donnée
la position radiale, en (b) est porté le demi grand-axe, en (c) l’histogramme de
la densité du nombre de particules et en (d) l’inclinaison relative dans un repère
tournant avec la corotation verticale.
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Figure (5.15): Diagramme de la fréquence totale de collisions obtenues dans les
simulations, par période synodique, en fonction du temps et du rayon de la particule.
Les conditions initiales prises sont celles de la simulation de figure (5.9) (nuage
autour de la particule 1) à 500 ans.
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Figure (5.10): Comparaison des effets induits par les collisions en fonction des
rayons des particules après une année de simulation. En (a) nous présentons une
simulation témoin où les particules sont transparentes les une aux autres. Et les
autres images sont pour des rayons: (b) 100 m, (c) 500 m et (d) 1000 m.
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Figure (5.17): Comparaison des effets induits par les collisions en fonction des
rayons des particules après 10 années de simulation. En (a) nous présentons une
simulation témoin où les particules sont transparentes les une aux autres. Et les
autres images sont pour des rayons: (b) 100 m, (c) 500 m et (d) 1000 m.
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Figure (5.18): Simulation composée par 6 collisions successives convenablement
choisies, dont la plus récente a eu lieu il y a 250 ans (l’arc à 32°) et la plus ancienne
500 ans (l’arc à 10°). (a) Proûl complet sur 360 degrés et (b) détails autour des
arcs. Voir le texte pour commentaires.
Conclusions
Nous avons développé un outil numérique rapide (méthode du mapping) qui décrit l’interaction
d’un satellite et d’une particule d’un anneau planétaire. Cette description préserve les pro
priétés essentielles de l’interaction gravitationnelle, en particulier la conservation des aires
dans l’espace des phases, et conserve la topologie des diagrammes de phases associés à chaque
résonance.
Cette méthode extrêmement rapide est applicable dans le cas où le satellite est suff
isamment proche de l’anneau pour que son interaction avec une particule puisse être con
sidérée comme instantanée, mais pas trop proche du rayon de Hill du satellite, afin d’éviter
des phénomènes de captures temporaires à caractère chaotique. Un tel domaine de validité
s’applique à de nombreux cas observés dans les anneaux planétaires (anneau F de Saturne,
anneaux étroits d’Uranus et Neptune en particulier).
D’autre part, nous avons pu introduire les effets de la pression de radiation et de la
dissipation de type Poynting-Robertson sur les particules de tailles micrométriques. Enfin,
nous avons pu décrire de manière simplifiée les effets des collisions entre grosses particules,
en conservant la quantité de mouvement et le moment cinétique, et en dissipant l’énergie.
Notre approche est valide dans le cas où les grosses particules subissent peu de collisions par
révolution, et où ces collisions se font à grandes vitesses relatives.
Enfin, nous avons établi les équations moyennées du mouvement près de la résonance
de moyen mouvement m : m + 1 (équations (2.48)). Ces équations permettent de décrire les
interactions de trois résonances'différentes, et de mieux interpréter les résultats des simula
tions.
Nous avons montré que l’inclinaison de Galatéa par rapport au plan de Laplace lo
cal (0.0544°) peut induire des effets dynamiques observables. En particulier, cette inclinaison
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permet de piéger les particules dans des sites de corotation près de la résonance de moyen mou
vement 42:43. Cependant, les couplages entre les différents résonances rendent la trajectoire
des particules dans ces sites très complexe. En particulier, nous avons montré que:
o La largeur des sites de corotation, i.e., la dispersion des demi grands-axes des arcs,
est plus grande que ce que l’on peut attendre d’une simple approche linéaire. Cette
dernière prévoit une dispersion total de ~ 0.5 Km, alors que la dispersion observée est
de ~2 Km. Cette déformation des sites par couplage entre résonances est confirmée
dans un cas simple par la la méthode de la surface de section (figure (4.10)). La largeur
totale physique de l’arc peut alors atteindre une trentaine de Km, si l’on ne tient pas
compte des effets des collisions (figures (5.11) et (5.13)).
o La complexité du mouvement dans les sites de corotation permet également l’accumu
lation statistique de particules près des séparatrices entre deux site adjacents (figure
(5.18) par exemple). Une telle accumulation pourrait expliquer la structure de l’arc
Fraternité de Neptune.
o L’inclinaison relative entre l’orbite de la particule et du satellite subit une modulation à
basse fréquence (période d’une trentaine d’années), forcée par la précession différentielle
entre les noeuds des deux orbites. Cette modulation permet le passage stochastique de
particules d’une site à l’autre toutes les trentaines d’années (figure (5.3)).
o La stabilité des arcs est robuste vis-à-vis de la pression de radiation solaire, pour les
particules plus grandes que ~50 /im (figure (5.5)). Pour les particules plus petites, la
pression de radiation force des excentricités telles que les particules échappent des sites
et/ou entrent en collision avec le reste de l’anneau ou avec le satellite.
o La stabilité des arcs est robuste vis-à-vis de l’effet Poynting-Robertson pour des par
ticules plus grandes que ~10 /im.
o La stabilité des arcs est robuste vis-à-vis des collisions entre grosses particules. Plus
précisément, une collisions entre deux particules, même à grande vitesse (plusieurs
mètres par seconde) et complètement inélastique, n’est pas suffisante pour extraire la
paire de particules de l’arc (figure (5.17)).
o Les particules qui s’échappent d’un site de corotation, et qui tombent vers la planète
par friction Poynting-Robertson, rencontrent une résonance de Lindblad horizontale,
où elles se piègent. Leur excentricité augmente alors régulièrement, ce qui les élimine
par collisions avec l’anneau ou le satellite en quelques centaines d’années.
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Ces conclusions nous permettent de proposer un modèle qualitatif pour les arcs de Neptune.
Une petite quantité de grosses particules, de quelques mètres à 1 Km de rayon, produisent
occasionnellement, près d’un site de corotation, des petites particules à la suite de collision-
s mutuelles, de bombardement par des météorites, ou de collisions entre débris d’anciennes
collisions (Colwell, 1989, Colwell et Esposito, 1990). Le modèle dynamique que nous avons
développé montre alors que ces petites particules évoluent ensuite en formant de fortes concen
trations sur quelques sites de corotation, ainsi qu’un anneau continu plus diffus. L’échelle de
temps de diffusion stochastique sur tous les sites de l’anneau est de quelques milliers d’années.
Les grosses particules pourraient provenir de la rupture d’un grand corps, par exem
ple un satellite, ou par le résidu d’un ancien anneau dont les petites particules auraient été
complètement chassées par les forces non-gravitationnelles. La position des arcs observées
actuellement est due au hasard d’une création “récente” de poussières. Les échelles de temps
que nous avons établies pour l’évolution dynamique des arcs requiert alors que les collisions en
tre grosses particules doivent se produire tous les quelques centaines d’années afin d’expliquer
l’observation actuelle d’arcs autour de Neptune.
La présence de plusieurs satellites de 10 à 100 Km de rayon autour de Neptune montre
que le réservoir de matière disponible pour la formation d’anneaux de type Adams est suffisant
pour permettre la présence régulière d’un tel anneau pendant plusieurs milliards d’années.
Ceci ne signifie pas bien sûr que les structures particulières actuellement observées soient
stables sur une telle échelle de temps.
Nous notons également que la probabilité que les poussières soient créées près d’un site
de corotation n’est pas forcément petite. D’une part, les positions radiales des résonances
adjacentes près de l’anneau Adams sont séparées d’environ 23 Km (figure (5.1)), alors que
la largeur (en demi grand-axe) d’un site de corotation est de l’ordre de 2 Km, soit près de
10 % de la surface disponible. D’autre part, nous avons souligné plus haut que les particules
situées entre deux résonances “tombent” rapidement vers la résonance de Lindblad la plus
proche, avant d’être éliminées par excitation de l’excentricité. Ce que nous observons main
tenant pourrait alors être l’ensemble des particules protégées par le mécanisme de piégeage
dans les arcs, les autres particules issues de la (ou des) collision(s) initiale(s) ayant disparues
aujourd’hui.
Une extension future naturelle de notre travail est donc de savoir si un état quasi-
stationnaire peut être atteint, où des collisions produisent des bouffées de petites particules,
qui se répartissent sur des anneaux et arcs, par le mécanisme dynamique que nous avons étudié
en détails dans ce travail de thèse. Une telle étude est sans doute fort complexe, puisque des
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phénomènes physiques peu connus entrent alors en jeu: fragmentation et accrétion de partic
ules, problème de leur de cohésion interne, établissement d’une distribution de tailles parmi
ces particules, effets de sélection en tailles vis-à-vis des effets de type Poynting-Robertson,
etc...
Une autre continuation de ce travail est bien sûr l’étude d’autres anneaux étroits autour
d’autres planètes. Par exemple, l’anneau F de Saturne présente des variations de brillance
azimutales importantes (Kolvoord, Burns et Showalter, 1990, Ferrari, 1992), tout en étant
perturbé par deux satellites proches. D’autres structures similaires ont été observées dans la
division de Encke ou les anneaux de Huyghens et Fresnel de Saturne (Ferrari, 1992) ou dans
l’anneau À d’Uranus (Showalter, 1991). Plusieurs de ces anneaux sont proches de satellites,
et une étude détaillée des résonances possibles avec ces anneaux reste à faire.
Le cas des arcs de Neptune est pour l’instant unique, dans la mesure où des observations
précises ont pu être faites aussi bien de la Terre que de l’espace, sur une période de plusieurs
années. Une autre occasion d’étudier en détails la dynamique des anneaux pourrait bientôt
être fournie par la mission Cassini, qui devrait observer les anneaux de Saturne à partir de
2004, et ce pendant plusieurs années.
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demi grand axe de la particule, du satellite et de l’orbite de référence
paramètre d’impact, dont la définition est (3.17), et sa valeur lors de la
première itération
coeficient de Laplace, dont la déinition est (2.5)
vitesse de la lumière dans le vide, c = 2.997925010 X 1010 cm/s
distance entre le demi grand axe de la particule et du satellite
excentricité de la particule, forcé et du satellite
quantité scalaire permetant définir le rayon de Hill a8h
composantes du vecteur excentricité, dont la définition est (2.44)
constante imaginaire, dont la définition est i2 = —1
voir (2.47)
entiers positifs ou négatifs pour les résonances horizontales
entiers positifs ou négatifs pour les résonances verticales
entier définissant la résonance m : m + 1 et dans le problème de Hill m
représente la masse de la particule test
masse des particules i et k (section 3.5)
fréquence orbitale, ou moyen mouvement de la particule, du satellite et
de l’orbite de référence
fréquence d’oscillation, période de libration et largeur de la zone de li
bration associé à la résonance de corotation verticale
fréquence du mouvement autour d’un point de libration et dans la région
de circulation
coordonées cilindriques pour la théorie épicyclique, voir équations (2.14)
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temps et intervalle de temps
composantes du vecteur inclinaison, dont la définition est (2.45)
largeur de l’anneau
coordonées de la particule dans le formalisme de Hill, dont les solutions
non perturbées sont (3.9)
coeficients dépendants du rapport de demi grand-axes, voir (2.30)
intégrale première du système (2.48) et des sytèmes dérivés
largeur équivalente, voir figure (1.6)
constante de la gravitation universelle, G = 6.6704 x 10~8 dyn cm2 g-2
inclinaison au plan de Laplace de la particule et du satellite
inclinaison de la particule proche aux points L\ et L2 (résonance de
Lindblad verticale)
inclinaison de la particule par rapport au plan orbitale du satellite
des intégrales premières du système (2.57)
constante multipolaire d’ordre Z du potentiel gravitationnel de la planète
moments conjuguées aux angles critiques ih, iv et ^ct,
longitude vrai de la particule et du satellite
masse de la planète, du Soleil, du satellite et de l’anneau
fonction perturbatrice totale, voir (2.34)
rayon de la planète et du satellite
constantes du mapping, voir (3.14)
période synodique, orbitale et d’oscillation autour d’un point de libration
excentricité relative complexe réduite et son valeur après la transforma
tion avec le mapping
excentricité complexe de la particule et du satellite
inclinaison relative-complexe réduite et son valeur après la transformation
avec le mapping
inclinaison complexe de la particule et du satellite
position de la particule et du satellite
orbite solution non perturbé et son premier écart
position des particule i et fc, et de leur centre de masse, voir section 3.5
position de la source de radiations
vitesse des particule i et k (section 3.5)
vitesse orbitale de la particule
position du centre de masse et relative de la particule dans le problème
de Hill, voir section 3.1
force appliqué, voir équation (3.8)
rapport entre les demi grand-axes de la particule et du satellite
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a' constante associé au rapport de forces de radiation et gravitationnel à un
demi grand-axe donnée, voir équation (3.42)
/3,/3q rapport entre la pression de radiation et la force gravitationnelle en ayant
par source la planète et le Soleil, respectivement
60,61 mouvement angulaire solution non perturbé et perturbé
K/q fréquence du mouvement épicyclique non perturbé et perturbé
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fréquence du mouvement vertical générique et perturbé
rapport relatif de demi grand-axes, équation (2.47a)
constante, 7r = 3.14...
constante complexe pour l’orbite solution perturbé
X = {a - a0)/a0
longitude du point apsidal et son taux de précession
distance satellite-particule, équation (2.23)
moment conjugué au temps
potentiel générique
potentiel gravitationnel de la planète et du satellite
potentiel gravitationne] de la planète jusqu’au deuxième ordre
potentiel dû aux effets de la pression de radiation solaire
angles critiques associé aux équations du mouvement (2.41)
longitude du point nodal et son taux de précession
vitesse angulaire arbitraire (problème de Hill, section 3.1)
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Résumé présenté lors du 5eme Colloque Brèsillien de Dynamique Orbitale, le 28 novembre
1990 à Curitiba, Brésil
As Radiacoes Eletromagnéticas sobre os Arcos de Netuno
D. W. Foryta, B. Sicardy (Observatoire de Paris and Université Paris VI, France)
Examina-se as conseqüências dos efeitos dissipativos nâo-gravitacionais oriundos da interaçâo
com as radiaçôes eletromagnéticas (Burns et al., 1979; Afonso & Foryta, 1989 e Foryta,
1989) provenientes de diversas fontes sobre a evoluçâo orbital de particulas-teste submetidas
à interaçâo com satelites (Roques, 1986 e Sicardy, 1988). O cenârio proposto é o de um
planeta acompanhado de até très satelites, sendo destes dois lagrangeanos, e uma estrela à
uma distancia muito grande quando comparada com as distâncias satelite ou planeta e satelite
ou particula-teste. Utiliza-se como integrador das equaçôes do movimento o método de Bulirsh
& Stoer (1966). Baseados nisto tenta-se explicar a estrutura, a morfologia e o confinamento
de matéria apresentados pelos anéis e arcos do planeta Netuno.
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Résumé présenté lors XVIIeme Assemblée Générale de la Société Européenne de Géophysique,
à Edinburg
Dissipative Dynamical Model for Ring Arcs
D. W. FORYTA and B. SICARDY (D.A.E.C. - E.U.R.O.P.A., Observatoire de Paris, 5 place
Jules Janssen, 92195 Meudon, France and Université Pierre et Marie Curie, Jussieu, Paris,
France)
Numerical experiments were performed to study the radial and azimuthal confinement of the
observed ring arcs in the Neptunian and Saturnian Systems. The proposed model is based on
the gravitational interaction of micron-size collisionless particles with a planet and one or two
small, eccentric and inclined satellites. Also considered is the dissipative Poynting-Robertson
effect due to the thermal émission of the planet and the direct solar radiation. To describe the
gravitational interaction between the test particles and the satellites, a mapping is developed
from an approximated analytical solution of the tridimensional Hill’s problem. We consired
in particular the combined effect of Lindblad and Corotation résonances in stabilizing dust
material both in radius and longitude. Based on this model, we study possible particles
sources to explain the structure of the ring arcs observed in the Neptunian System during the
Voyager 7/flyby in August 1989.
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Résumé présenté lors de la 24eme Rencontre Annuelle de la Division de Sciences Planétaires
de la Société Astronomique Américaine, le 16 octobre 1992, Munique, Allemagne
The Long-term Stability of Neptune Ring Arcs
D. W. Foryta, B. Sicardy (Observatoire de Paris and Université Paris VI, France)
The combination of ground-based and Voyager observations indicates that Neptune’s arcs are
stable over at least 5 years, implying an active confining mechanism. We explore numerically
the stability of Neptune’s arcs, taking into account the perturbing effect of Galatea by using a
mapping approach which efhciently describes the interaction with the ring test particles. Two
kinds of dissipative processes are also introduced: Poynting-Robertson (PR) drag on /x-sized
particles and physical collisions.
We investigate the fate of dust released near the 42:43 Corotation Inclined Résonance (CIR)
with Galatea. We find that this résonance is efficient in trapping dust particles, in spite of
the smallness of the mutual inclination between Galatea and Adams ring (~ 0°03).
We hâve explored the possibility of a small eccentricity of Galatea’s orbit (ea < 2.7 X 10-4,
Owen et al., A.J. 101, 1511, 1991). The near by 42:43 Corotation Eccentricity Résonance
(CER) is able to severely distort the CIR sites, and thus explain leakage of arc material to form
a continuous ring. The 42:43 Outer Lindblad Résonance (OLR) then provides enough energy
to radially confine the continuous ring against the spreading effect of PR drag. However, CER
sites are unable to azimuthally confine material because of the perturbing effect of OLR which
pumps up the particle orbital eccentricities.
Preliminary results concering the effects of collisions will be finally discussed.
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Résonances de corotation dans le sytème solaire,
Application aux arcs de Neptune
Dietmar William Foryta &: Bruno Sicardy
Observatoire de Paris, Université Paris 6
La combinaison des observations faites depuis le sol, et à partir de la sonde Voyager II, in
dique que les arcs de Neptune sont stables sur une période de plus de cinq années terrestres
(Nicholson et al., 1990). Ceci implique l’existence d’un mécanisme actif de confinement az-
imutal pour les arc. Nous explorons numériquement la stabilité de ces structures en tenant
en compte de l’interaction résonante entre les particules de l’anneau et le satellite Galatea
(Porco, 1991). Cette interaction peut être bien modélisée par un mapping tridimensionnel
(Hasegawa & Nakazawa, 1989). Deux types de dissipation sont prises en compte: (1) la
friction due à l’effet Poynting-Robertson ou à un gaz, pour les petites particules, et (2) les
collisions physiques.
En utilisant les données orbitales du satellite Galatea (Owen et al., 1991), nous pouvons mon
trer que la résonance de corotation verticale est capable de confiner des particules test sur une
période supérieure à une dizaine et même des centaines d’années terrestres, en dépit de la petite
inclinaison relative entre l’anneau et le satellite. Nous montrons que les effets dissipatifs, ainsi
que les résonances horizontales perturbent, fortement les sites de corotation verticale, ce que
explique la perte de matériau de l’arc, qui va ainsi former un anneau continu. La résonance de
Lindblad horizontale, en fournissant suffisamment d’énergie, confine radialment les particules
de l’anneau continu, y compris celles qui sont soumises à l’effet Poynting-Robertson. Enfin, la
résonance de corotation horizontale est incapable de les confiner, car la résonance de Lindblad
horizontale excite fortement et rapidement l’excentrecité des particules.
Ce type de problème peut avoir des implications sur le confinement de matière dans le système
solaire primitif, et être un pas important dans l’accrétion de petits corps.
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Dynamical Interactions of Neptune’s Arcs with the satellite Galatea
B. Sicardy, D. Foryta (Obs. Paris, 92195 Meudon Cédex Principal and Univ. Paris 6, France)
We présent a 3-D model of narrow planetary rings, which takes into account the perturbing
effects of radiation pressure and of nearby satellite(s).
The gravitational pull of the latter is taken into account only at the encounter with a given
particle (impulse approximation), and is described by a mapping transformation on the orbital
éléments of the particle. This method saves a considérable amount of computational time with
respect to the exact équations of motions. Another advantage of this method is the use of the
exact mass of the satellite(s), through normalizing factors.
This code is used to describe the ring-like arcs of Neptune, perturbed by the satellite Galatea.
We use for the latter the nominal mass of 2 x 1CP8 Neptunian mass, a nominal inclination of
0.0544° with respect to the ring, and other orbital éléments specified in Porco (1991, Science
253, 995-1001). The combination of a 42:43 corotation and Lindblad résonances near the
mean radius of the arc (62932.5 km) results in a chaotic motion of the particles from on
corotation site to the other. Particles initially trapped in a corotation site migrate to nearby
sites, leading to a région of enhanced density, superimposed to a continuous ring. We also
observe that accumulations of material may occur near the separatrix of the corotation sites,
an otherwise highly unstable location in the case of non chaotic motion.
We also discuss the effects of Poynting-Robertson drag and of collisions on the overall stability
of the arc structures.
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Stochastic motion of particles in Neptune’s arcs
B. Sicardy (Obs. Paris, U. Paris 6), D.W. Foryta (UFPR, Curitiba, Obs. Paris)
We hâve implemented a symplectic mapping method to simulate the dynamical évolution of
grains, describing close encounters with a satellite. This very fast numerical scheme allows
us to compute the motion of up to 10,000 particles at a time, with the real physical param-
eters corresponding to Neptune’s Adams ring and to the satellite Galatea (semi-major axis,
inclinations, eccentricities, masses, etc...). Dissipation processes (Poynting-Robertson, or PR,
drag and collisions) are also included in the model.
The near superposition of three mean motion résonances near the semi-major axis of Adams
ring (Corotation Vertical Résonance, Lindblad Horizontal Résonance and Lindblad Vertical
Résonance) allows some particles to follow stochastic motions between corotation sites. The
transition from one site to the other is easiest at the minimum inclination of the particle relative
to the orbital plane of the satellite. This relative inclination varies with a typical period of
30-50 years, which also corresponds to the typical capture time scale of these particles in a
given corotation site./
We also discuss the influence of PR drag and collisions, and we show that dust released at
a given corotation site (e.g. through an impact) will spread around the entire ring in a few
hundreds years, leaving a maximum of density at the original site. We also observe that dust
may statistically accumulate near the separatrix between adjacent corotation sites, providing
a tentative explanation for the azimuthal density distribution of Neptune’s arcs.
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